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APRESENTAÇÃO

Neste livro, trazemos temas de Matemática Pura e Matemática 
Aplicada, estudados no âmbito do campus IV da Universidade Federal da 
Paraíba por meio de projetos de pesquisa, ou trabalho final de conclusão 
de curso de estudantes da graduação. Em particular, os capítulos aqui 
encontrados têm uma unicidade de tratarem fortemente de contextos 
de Matemática Aplicada, porém com o rigor de demonstrações em 
Matemática Pura.

No capítulo 1, os autores apresentam uma técnica para calcular 
as três raízes de qualquer função polinomial de grau três. Utilizam 
conceitos de Cálculo Diferencial e Integral, o método numérico de 
Newton-Raphson para o cálculo de raízes de funções, divisão polinomial, 
e a tradicional fórmula de Bháskara. De modo a agilizar os cálculos, 
ensinam como implementar computacionalmente o método de 
Newton-Raphson em um software de planilha eletrônica e exibem a 
solução de exemplos, além de como utilizar a metodologia para obter 
o valor de raízes cúbicas de números.

No segundo capítulo, partindo de um caráter lúdico, buscando 
figuras da internet associadas com a razão áurea, ou número de ouro, 
os autores apresentam as teorias matemáticas relacionadas à sequência 
de Fibonacci. Por meio de um estudo bibliográfico,  definem a fórmula 
da sequência de Fibonacci enquanto recorrência linear de ordem dois 
para então observá-la como sequência real, mostram de forma numérica 
como obter o número de ouro por meio da sequência de Fibonacci e 
concluem que a sequência de Fibonacci pode ser utilizada como ponto 
de partida na introdução de diversos temas matemáticos.

O capítulo 3 tem um teor voltado à Computação Gráfica, pois são 
apresentadas as curvas de Bézier no plano por dois caminhos diferentes, 
polinômios de Bernstein e algoritmo de De Casteljau. Em seguida, os 
autores focam o estudo em curvas de Bézier cúbicas, pelo fato de serem 
curvas suaves e simples de lidar. Mostram também algumas propriedades 
e formas de manipulação por meio de transformações afins. Usando a 
calculadora digital GeoGebra, implementam e explicam um método 
de como trabalhar com curvas de Bézier cúbicas, conectando-as de 
maneira a formar desenhos feitos à mão livre, e algoritmos utilizados 
no design de tipografia de caracteres de fontes.
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O quarto capítulo é dedicado ao Método Simplex, procedimento 
utilizado na resolução de problemas de Programação Linear. Os 
problemas de Programação Linear têm relação com questões gerenciais, 
auxiliando na tomada de decisões. Porém, o texto do autor trata da 
resolução de dois problemas abstratos com a utilização do Método 
Simplex por tabelas, exibindo uma questão que entra em loop, uma 
falha no método, e esmiuçando o passo a passo da metodologia de 
um exemplo proposto, exibindo quando o método é finalizado e a 
solução ótima é alcançada.

José Laudelino de Menezes Neto
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CAPÍTULO 1 
 

CALCULANDO AS RAÍZES DE UM 
POLINÔMIO DE GRAU TRÊS POR MEIO DO 

MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON

Romildo Rodrigues da Silva Regis Junior 
José Laudelino de Menezes Neto

1.1 Introdução

Todas as funções 𝑓(𝑥) consideradas neste texto são funções  
𝑓: ℝ ⟶ ℝ. Dizemos que 𝑥0 ∈ ℝ é uma raiz de 𝑓(𝑥) quando 𝑓(𝑥0) = 0. 
Toda função polinomial de grau 𝑛 > 0 do tipo

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎2𝑥2 + 𝑎1𝑥 +  𝑎0, 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑎𝑛 ≠ 0,

possui 𝑛 raízes reais, ou imaginárias.

A fórmula para se obter a única raiz real 𝑥0 de uma função do 
primeiro grau, definida por 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 +  𝑏, com 𝑎 ≠  0, é bem conhecida 
e é dada por

Tal como ela, existe também a fórmula para o cálculo das duas 
raízes 𝑥1 e 𝑥2 da equação de grau dois, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, com 
𝑎 ≠  0, conhecida no Brasil como fórmula de Bhaskara,

A fama de ambas as fórmulas é conhecida desde estudantes do 
ensino fundamental a estudantes do ensino superior. Por outro lado, a 
técnica para determinar as raízes de uma função polinomial de grau três, 
𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑, com 𝑎 ≠  0, é pouco difundida. Uma fórmula 
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para se determinar as raízes de um polinômio de grau três é encontrada 
no artigo (Lima, 1987, p. 16). Porém, formas de resolução de equações 
polinomiais de grau três é um tópico debatido entre matemáticos e 
estudiosos desde há muito tempo. Inclusive, foi motivo de um duelo 
matemático entre Niccolò Tartaglia e Ludovico Ferrari, no século XVI 
(Viana, 2022).

Neste trabalho, temos por objetivo apresentar um método para 
determinar todas as três raízes de uma função polinomial de grau três. 
Diferente do apresentado em (Lima, 1987), aqui usamos o conhecido 
método de Newton-Raphson para o cálculo de raízes de funções 
(Andrade, 2016, p. 21), (Lima, 2006, p. 110). Também explicamos como 
implementar o método de Newton-Raphson de modo computacional, 
por meio do programa Planilhas do Google, e com o uso  desta aplicação 
computacional, mostramos como calcular a raiz cúbica de um número 
real positivo. Vale ressaltar que o método proposto em um polinômio 
de grau três, em alguns casos é utilizado para calcular as três raízes de 
forma exata, e em outros casos é usado para obter as raízes de forma 
aproximada.

1.2 Metodologia

Para aplicação do método proposto, para determinar as raízes 
de uma função polinomial de grau três, primeiro provamos, com uso 
de teorias do Cálculo Diferencial e Integral, que toda função polinomial 
de grau três possui sempre uma raiz real. Usando essa informação, 
garantimos que o método numérico de cálculo de raízes de funções de 
Newton-Raphson converge, ao menos, para uma raiz real do polinômio 
de grau três. O termo convergir remete ao fato de que o método de 
Newton-Raphson encontra essa raiz real. Portanto, por meio de uma 
simples divisão polinomial, reduzimos a função polinomial de grau 
três para uma função polinomial de grau dois, e usando a fórmula de 
Bhaskara, deduzimos as duas raízes faltantes.

1.3 Toda função polinomial de grau três tem raiz real

A partir de agora, sempre vamos considerar 𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 

+ 𝑐𝑥 + 𝑑, com 𝑎 ≠  0. Para mostrar que todo polinômio de grau três 
possui ao menos uma raiz real, primeiro lembramos o fato de que toda 
função polinomial é contínua (Guidorizzi, 2001, p. 78). Seja 𝑎 > 0, então
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e

Logo, pelo fato de lim 𝑝(𝑥) = −∞, existe valor 𝑥1 ∈ ℝ tal que 
𝑝(𝑥1) < 0, e, pelo fato de lim 𝑝(𝑥) = +∞, existe valor 𝑥2 ∈ ℝ tal que 𝑝(𝑥2) 
< 0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermediário (Guidorizzi, 2001, p. 
122), que garante que se 𝑝(𝑥) for contínua em um intervalo [𝑥1, 𝑥2] e se 
𝛾 é um valor real tal que 𝑝(𝑥1) < 𝛾 <  𝑝(𝑥2), então existe um 𝑥0 em [𝑥1, 
𝑥2], tal que 𝑝(𝑥0) = 𝛾, e sendo 𝑝(𝑥1) < 0 e 𝑝(𝑥2) > 0, então escolhemos 
𝛾 =  0. Isto garante que a função polinomial de grau três 𝑝(𝑥), no caso 
em que 𝑎 > 0, possui uma raiz real 𝑥0.

De modo análogo, quando 𝑎 <  0, temos lim 𝑝(𝑥) = +∞ e lim 
𝑝(𝑥) = −∞, então existem valores reais 𝑥1 e 𝑥2 tais que 𝑝(𝑥1) > 0 e 
𝑝(𝑥2) < 0. Logo, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe 𝑥0 em [𝑥1, 
𝑥2] tal que 𝑝(𝑥2) < 𝑝(𝑥0) <  𝑝(𝑥1), com 𝑝(𝑥0) = 0. Portanto, a função 
polinomial de grau três 𝑝(𝑥), no caso em que 𝑎 <  0, possui uma raiz 
real 𝑥0.

Em (Lima, 1987, p. 21) é comprovado que todo polinômio de grau 
três pode ter três raízes reais distintas, ou três raízes reais sendo duas 
iguais, ou uma raiz real e duas complexas conjugadas. Em qualquer 
um dos três casos citados, todo polinômio de grau três tem ao menos 
uma raiz real.

1.4 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson, que tem esse nome devido 
a Isaac Newton (1643-1727) e Joseph Raphson (1648-1715), é um 
procedimento numérico utilizado para o cálculo de raízes de funções 
deriváveis. A ideia básica desse método é o de que, dada uma função 
𝑓(𝑥) derivável, com derivada definida por 𝑓′(𝑥), e dado um valor inicial 
𝑥0 ∈ ℝ, a partir de 𝑥0 é possível traçar retas tangentes ao gráfico da 
função 𝑓(𝑥), de modo que as raízes dessas retas tangentes, denotadas 
por 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, se aproximem cada vez mais de uma raiz da função 

𝑥→−∞

𝑥→+∞

𝑥→+∞𝑥→−∞
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𝑓(𝑥). A repetição desse procedimento é feita até obtermos um valor da 
raiz de 𝑓(𝑥) com uma precisão desejada, ou a raiz exata.

Sendo mais específico, dada a função derivável 𝑓(𝑥), iniciamos 
com um valor inicial 𝑥0 e calculamos a reta 𝑟0(𝑥), tangente ao gráfico 
de 𝑓(𝑥) no ponto (𝑥0,𝑓(𝑥0)). Sabendo que 𝑓′(𝑥0) é o coeficiente angular 
da reta 𝑟0(𝑥), sua equação é dada por 𝑟0(𝑥)=𝑓′(𝑥0)(𝑥−𝑥0)+𝑓(𝑥0). 
O próximo valor 𝑥1 é a raiz da reta 𝑟0(𝑥), logo 𝑟0(𝑥1)=0 e 0=𝑓′(𝑥0) 
(𝑥1−𝑥0)+𝑓(𝑥0), o que nos leva a deduzir que, se 𝑓′(𝑥0)≠0, então 𝑥1=𝑥0−

. Com este valor de 𝑥1, se 𝑓(𝑥1)=0, então encontramos uma raiz de 
𝑓(𝑥), caso 𝑓(𝑥1)≠0, calculamos a reta tangente 𝑟1(𝑥) tangente ao gráfico 
de 𝑓(𝑥) no ponto (𝑥1,𝑓(𝑥1)), e, desde que 𝑓′(𝑥1)≠0, determinamos o 
ponto 𝑥2=𝑥1− 𝑓 𝑥1

𝑓′ 𝑥1
. Na Figura 1.1 é exibida a ilustração do método, 

mostrando o gráfico da função na cor preta, as retas tangentes ao 
gráfico da função na cor vermelha, e os valores 𝑥0,𝑥1 e 𝑥2. Repetindo 
esse procedimento inúmeras vezes, o quanto for necessário, obtemos 
uma sequência de valores definida por

Se em alguma etapa 𝑓′(𝑥𝑛)=0, então reiniciamos o método com 
outro valor de 𝑥0.

Figura 1.1 – Ilustração do método de Newton-Raphson com os valores das 
iterações 𝑥0,𝑥1 e 𝑥2.

      Raiz
da Equação

Fonte: Autoria própria.

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓 𝑥𝑛
𝑓′ 𝑥𝑛

, 𝑛 = 0,1,2, …



	 Capa  |  Sumário  |  14	

Desbravando Temas em Matemática Pura e Aplicada 

O bom funcionamento do método de Newton-Raphson está 
intrinsicamente ligado a escolha do valor inicial 𝑥0, pois dependendo 
de sua escolha, o método pode não funcionar a contento. Entretanto, 
não temos como saber antecipadamente se a escolha do 𝑥0 é boa 
ou ruim, tudo depende de aplicar o método e observar os valores 
gerados. Para a função 𝑝(𝑥)=−𝑥3+𝑥, se for escolhido o valor 𝑥0= 5�

5  o 
método de Newton-Raphson entra em um loop infinito (Lima, 2006, p. 
112), com 𝑥1=− 5�

5 , 𝑥2= 5�

5
, 𝑥3=− 5�

5 , e esses valores ficam se alternando 
indefinidamente. Já no caso da função 𝑓:ℝ+∗⟶ℝ definida por 𝑓(𝑥)=ln 𝑥

𝑥2 , 
é claro que 1 é raiz da função, porém se for escolhido o valor 𝑥0=1,84 
e aplicado o método de Newton-Raphson, as iterações tendem a se 
afastar cada vez mais dessa raiz, e o método continua com as iterações 
sem parar (Andrade, 2016, p. 22).

Para o caso específico de uma função polinomial de grau três, 
𝑝(𝑥), geramos a fórmula das iterações, de maneira que uma pessoa 
que não conheça o assunto de derivadas possa utilizá-la. A derivada de 
𝑝(𝑥)=𝑎𝑥3+𝑏𝑥2+𝑐𝑥+𝑑 é dada por 𝑝′(𝑥)=3𝑎𝑥2+2𝑏𝑥+𝑐, logo, a fórmula 
do método de Newton-Raphson tem a seguinte expressão

 =  −
( )

( )
 ⇒ 

 
  

 

Portanto, para calcular numericamente uma raiz da função 
polinomial de grau três, basta aplicar a fórmula acima, fornecendo 
um valor inicial 𝑥0 e calculando as iterações. Como provamos que toda 
função polinomial de grau três sempre possui uma raiz real, então o 
método de Newton-Raphson, com uma boa escolha de , sempre vai 
encontrar, ao menos, essa raiz real.

No método de Newton-Raphson, além do critério de parada 
ser o de encontrar uma raiz exata para a função, podemos determinar 
um número máximo de iterações, ou usar a fórmula de erro absoluto, 
que consiste em calcular 𝜖=|𝑥𝑛−𝑥𝑛−1| e escolher um determinado valor 
para esse erro absoluto ser menor. Neste texto, vamos adotar um dos 
dois critérios de parada a seguir, que o erro absoluto 𝜖 seja menor do 
que 0,00001, ou se encontrarmos uma raiz exata da função. A escolha 
que fazemos dos 𝑥0 nos exemplos aqui elencados foram feitas ao acaso.
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Aplicamos a fórmula do método de Newton-Raphson para o 
caso de polinômios de grau três, na função 𝑝1(𝑥)=−𝑥3+6𝑥2−11𝑥+6 
com 𝑥0. Nesse caso, 𝑎=−1,𝑏=6,𝑐=−11 𝑒 𝑑=6. Na primeira iteração,

onde o símbolo “≈” denota valor aproximado. Com o valor 
de 𝑥1, calculamos o primeiro erro absoluto 𝜖=|𝑥1−𝑥0|≈0,545455 e 
observamos que 𝑝1(𝑥1)≠0. Logo, não atingimos critério de parada 
algum, e calculamos a segunda iteração

𝑥2 =
6

11
−

− 6
11

3
+ 6 6

11
2

− 11 6
11 + 6

−3 � 6
11

2
+ 2 ⋅ 6 ⋅ 6

11 − 11
=

6042
7117

≈ 0,848953.

Com o valor de 𝑥2, calculamos o segundo erro absoluto 𝜖=|𝑥2−
𝑥1|≈0,303498 e observamos que 𝑝1(𝑥2)≠0, ou seja, ainda não atingimos 
algum critério de parada.

Continuando com as iterações, construímos a Tabela 1.1, onde a 
primeira coluna 𝑛 representa o número da iteração, a segunda coluna o 
valor de 𝑥𝑛, a terceira coluna é o valor de 𝑥𝑛 aplicado em 𝑝1(𝑥), a quarta 
coluna é o valor de 𝑥𝑛 aplicado em 𝑝1′(𝑥), e a quinta coluna o cálculo 
do erro absoluto 𝜖.

Tabela 1.1 – Método de Newton-Raphson aplicado em 𝑝1(𝑥)=−𝑥3+6𝑥2−11𝑥+6

𝒏 𝒙𝒏 𝒑𝟏(𝒙𝒏) 𝒑𝟏′(𝒙𝒏) 𝝐

0 0,000000 6,000000 −11,000000 −

1 0,545455 1,6228340 −5,347107 0,545455

2 0,848953 0,373985 −2,974726 0,303498

3 0,974674 0,052592 −2,153880 0,125720

4 0,999092 0,001819 −2,005453 0,024417

5 0,999999 0,000002 −2,000007 0,000907

6 1,000000 0,000000 −2,000000 0,000001

Fonte: Elaboração própria.

𝑥1 = 0 −
−03 + 6 � 02 − 11 � 0 + 6
−3 ⋅ 02 + 2 ⋅ 6 ⋅ 0 − 11

=
6

11
≈ 0,545455,
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Na sexta iteração, 𝑥6=1 com 𝑝1(𝑥6)=0, além disso 𝜖=|𝑥6−
𝑥5|<0,00001, chegamos em dois critérios de parada.

1.5 Planilhas e o método de Newton-Raphson com 
polinômios de grau três

Para facilitar as contas, implementamos o método de Newton-
Raphson em uma planilha eletrônica, podendo utilizar a Planilha do 
Google, uma planilha do Excel, uma planilha do LibreOffice Calc, ou 
qualquer outra equivalente. Neste trabalho, optamos por utilizar a 
Planilha do Google, disponível de forma online no endereço https://
docs.google.com/spreadsheets, e para ter acesso é necessário estar 
logado em uma conta do Google.

Na planilha, nas células A1, B1, C1 e D1, digitamos respectiva-
mente os valores dos coeficientes a,b,c e 𝑑 do polinômio de grau 
três 𝑝(𝑥)=𝑎𝑥3+𝑏𝑥2+𝑐𝑥+𝑑. Na célula A2, escrevemos o índice de 
valor zero, para representar a iteração 𝑛=0. Na célula B2, digitamos o 
comando o valor desejado de 𝑥0. Na célula C2, escrevemos o comando 
“=A$1*(B2^3)+B$1*(B2^2)+C$1*B2+D1”, que representa o cálculo de 
𝑝′(𝑥) para o valor 𝑥 igual ao valor escrito na célula B2. Na célula D2, 
escrevemos o comando “=3*A$1*(B2 2̂)+2*B$1*B2+C$1”, que representa 
o cálculo de 𝑝′(𝑥) para o valor 𝑥 igual ao valor escrito na célula B2. Para 
o caso em que 𝑝(𝑥)=𝑝1(𝑥)=−𝑥3+6𝑥2−11𝑥+6, o resultado do que foi 
feito até o momento na planilha é exibido na Figura 1.2.

Figura 1.2 – Início da implementação do método de Newton-Raphson em uma 
planilha Google.

Fonte: Autoria própria.

Na mesma planilha, na célula A3, escrevemos o comando “=A2+1”. 
Na célula B3, digitamos o comando “=B2-(C2/D2)”, que é o cálculo do valor 
𝑥1=𝑥0− . Nas células C3 e D3, escrevemos comandos semelhantes aos 
que foram digitados nas células C2 e D2, respectivamente, ou seja, em 
C3 adicionamos o comando “=A$1*(B3 3̂)+B$1*(B3 2̂)+C$1*B3+D1”, e em 
D3 “=3*A$1*(B3 2̂)+2*B$1*B3+C$1”. Na célula E3, escrevemos o comando 

https://docs.google.com/spreadsheets
https://docs.google.com/spreadsheets
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para calcular o primeiro erro absoluto 𝜖=|𝑥1−𝑥0|, “=ABS(B3-B2)”. Feito 
isso, a planilha fica conforme exibido na Figura 1.3.

Figura 1.3 – Implementação das células A3, B3, C3, D3 e E3.

Fonte: Autoria própria.

Para etapa seguinte, basta selecionar a terceira linha da planilha, 
ou seja, selecionar as células A3 a E3, e, com o cursor do mouse, arrastar 
a bolinha azul para baixo, isso gera o cálculo automático das iterações 
seguintes do método de Newton-Raphson. Esse cálculo pode ser feito 
quantas vezes forem necessárias. Se tudo for feito corretamente, o 
resultado é o exibido na Figura 1.4, onde temos os valores da iteração 
𝑛=0 até a iteração 𝑛=8. A Tabela 1.1 foi gerada com o auxílio dessa 
planilha, considerando até seis casas decimais.

Figura 1.4 – Método de Newton-Raphson implementado em uma planilha 
Google.

Fonte: Autoria própria.

1.6 Calculando as outras duas raízes

Utilizando o método de Newton-Raphson descobrimos que  
é raiz de 𝑝1(𝑥) =−𝑥3+6𝑥2−11𝑥+6, ou seja, 𝑝1(1)=0. Para calcular as 
outras duas raízes de 𝑝1(𝑥), usamos os conceitos de divisão polinomial. 
Mais detalhes sobre divisão polionomial podem ser vistos no capítulo 
6 do livro (Domingues e Iezzi, 2005).
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Em geral, sendo 𝑃(𝑥) um polinômio de grau 𝑛>0, então podemos 
dividir 𝑃(𝑥) por 𝑥−𝑎, ou seja, existem polinômios 𝑞(𝑥) e 𝑟(𝑥) tais que 
𝑃(𝑥)=𝑞(𝑥)∙(𝑥−𝑎)+𝑟(𝑥). Em particular, se 𝑃(𝑎)=0, então 𝑟(𝑥)=0.

Dividindo 𝑝1(𝑥) =−𝑥3+6𝑥2−11𝑥+6 por 𝑥−1, obtemos 𝑞(𝑥)=−
𝑥2+5𝑥+6 e 𝑟(𝑥)=0. Os passos desta divisão são encontrados na 
Figura 1.5. Logo, 𝑝1(𝑥)=(−𝑥2+5𝑥+6)∙(𝑥−1), e as outras duas raízes de 
𝑝1(𝑥) estão no polinômio de grau dois 𝑞(𝑥)=−𝑥2+5𝑥+6. Aplicando a 
fórmula de Bhaskara em 𝑞(𝑥), chegamos aos valores 2 e 3. Portanto, 
𝑝1(𝑥) =−𝑥3+6𝑥2−11𝑥+6 possui três raízes reais, são elas 1, 2 e 3. Aqui 
determinamos as três raízes exatas de 𝑝1(𝑥).

Figura 1.5 – Divisão polinomial de 𝑝1(𝑥) =−𝑥3+6𝑥2−11𝑥+6 por 𝑥−1.

Fonte: Autoria própria.

1.7 Fixando o método

De acordo com tudo que foi provado e exemplificado anterior-
mente, o método apresentado é eficiente para o cálculo numérico das 
três raízes de uma função polinomial de grau três. Para fixar melhor 
os passos do método, vamos calcular as três raízes do polinômio 
𝑝2(𝑥)=𝑥3−2𝑥2−3𝑥+5. Neste caso, 𝑎=1,𝑏=−2,𝑐=−3 e 𝑑=5 e . 
Escolhendo 𝑥0=2, usando a planilha do Google previamente construída 
e escrevendo, respectivamente, esses novos valores de 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑 e 𝑥0 nas 
células A1, B1, C1, D1 e B2, o resultado obtido é exibido na Figura 1.6.
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Figura 1.6 – Cálculo da raiz de 𝑝2(𝑥)=𝑥3−2𝑥2−3𝑥+5 pelo método de Newton-
Raphson iniciando com 𝑥0=2.

Fonte: Autoria própria.

Na sexta iteração, chegamos a dois critérios de parada, e na 
célula B2 temos 𝑥6=2,377202854, com 𝑝2(𝑥6)=0 (veja célula C8 na 
Figura 1.6), além disso 𝜖=|𝑥6−𝑥5|=0,000002073787909<0,00001 
(veja célula E8 na Figura 1.6).

Para calcular as duas raízes restantes, fazemos a divisão poli-
nomial de 𝑝2(𝑥) por 𝑥−𝑥6. O procedimento dessa divisão está detalhado 
na Figura 1.7.

Figura 1.7 – Divisão polinomial de 𝑝2(𝑥)=𝑥3−2𝑥2−3𝑥+5 por 𝑥−𝑥6, onde 
𝑥6=2,377202854.

Fonte: Autoria própria.

Dividindo 𝑝2(𝑥) por 𝑥−𝑥6, determinamos 𝑞(𝑥)=𝑥2+0,3772028
54𝑥−2,10331122989 e 𝑟(𝑥)=0,000000002. Pelo fato de 𝑥6 ser uma 
raiz calculada numericamente, o resto da divisão não deu exatamente 
zero, porém um valor muito próximo de zero, 𝑟(𝑥)=0,000000002≈0. 
Considerando 𝑟(𝑥)=0, 𝑝2(𝑥)=𝑞(𝑥)∙(𝑥−𝑥6), e as outras duas raízes de 
𝑝2(𝑥) estão em 𝑞(𝑥)=𝑥2+0,377202854𝑥−2,10331122989, então 
pela fórmula de Bhaskara, calculamos as outras duas raízes 1,27389 
e −1,65109, aplicando esses valores em 𝑝2(𝑥), 𝑝2(1,27389)=0,0000
017909648688529956≈0 e 𝑝2(−1,65109)=0,0000401664≈0. Aqui 
determinamos três raízes aproximadas de 𝑝2(𝑥).
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1.8 Resolvendo problema proposto por Euler

Em (Lima, 1987, p. 17) são apresentados alguns exemplos 
propostos por Leonard Euler (1707-1783), em seu livro escrito em 1770, 
um deles é a obtenção das raízes de 𝑝3(𝑥)=𝑥3+3𝑥+2. Ainda por (Lima, 
1987, p. 18), as três raízes de 𝑝3(𝑥) são 𝑟= e as raízes 
complexas do polinômio de grau dois são 𝑥2+𝑟𝑥+𝑟2+3. Calculamos 
que o valor aproximado de 𝑟 é −0,59607, e as raízes complexas 
conjugadas de 𝑥2+𝑟𝑥+𝑟2+3 são, aproximadamente, 0,298035−1,80734 
𝑖 e 0,298035+1,80734 𝑖, onde 𝑖 é a unidade imaginária, satisfazendo 
𝑖2=−1.

Pelo método apresentado aqui neste texto, usando a planilha 
do Google em 𝑝3(𝑥), onde 𝑎=1,𝑏=0,𝑐=3,𝑑=2 e iniciando com 𝑥0=0, 
o resultado é o obtido na Figura 1.8.

Figura 1.8 – Cálculo da raiz de 𝑝3(𝑥)=𝑥3+3𝑥+2 pelo método de Newton-
Raphson iniciando com 𝑥0=0.

Fonte: Autoria própria.

Na Figura 1.8, o valor da raiz de 𝑝3(𝑥) é encontrado na quarta 
iteração, 𝑥4=−0,596071638, e coincide com o valor aproximado da 
raiz 𝑟≈−0,59607.

Fazendo a divisão polinomial de 𝑝3(𝑥) por 𝑥−𝑥4 por , obtemos 
os polinômios 𝑞(𝑥)=𝑥2 − 0,596072 𝑥 +  3,3553 e 𝑟(𝑥)=−0,000000001 
tais que 𝑝3(𝑥)=(𝑥−𝑥4)∙𝑞(𝑥)+𝑟(𝑥). Detalhes dessa divisão polinomial 
são encontrados na Figura 1.9. Sendo 𝑟(𝑥) muito próximo de zero, 
consideramos 𝑝3(𝑥)=(𝑥−𝑥4)∙𝑞(𝑥), logo as duas raízes restantes de 
𝑝3(𝑥) são as raízes de 𝑞(𝑥)=𝑥2 − 0,596072 𝑥 +  3,3553, sendo elas 
0,298036−1,80734 𝑖 e 0,298036+1,80734 𝑖. Obtivemos as mesmas 
raízes de 𝑝3(𝑥)=𝑥3+3𝑥+2 descritas em (Lima, 1987).
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Figura 1.9 – Divisão polinomial de 𝑝3(𝑥)=𝑥3+3𝑥+2 por 𝑥−𝑥4, com 
𝑥4=−0,596071638.

Fonte: Autoria própria.

1.9 Discussão do método apresentado

Conforme visto nos três exemplos comentados, o método 
se mostrou eficaz, pelo fato de todo polinômio de grau três 
𝑝(𝑥)=𝑎𝑥3+𝑏𝑥2+𝑐𝑥+𝑑 sempre ter, pelo menos, uma raiz real. O método 
numérico de Newton-Raphson sempre vai parar em determinada 
iteração 𝑛, encontrando esta raiz real, denominada de 𝑥𝑛, desde que o 
valor inicial 𝑥0∈ℝ seja uma boa escolha. Caso não seja, muda-se o valor 
de 𝑥0 e reinicia-se o método de Newton-Raphson até encontrar a raiz 𝑥𝑛.

Sendo o método de Newton-Raphson um procedimento 
numérico, de aproximação, em alguns casos encontramos a raiz real 𝑥𝑛 
de forma exata, ou seja, 𝑝(𝑥𝑛) é exatamente igual a zero, em outros casos 
encontramos uma raiz aproximada, com 𝑝(𝑥𝑛) sendo aproximadamente 
igual a zero.

Quando 𝑥𝑛 é raiz exata, então dividindo 𝑝(𝑥) por 𝑥−𝑥𝑛, determina-
se polinômios 𝑞(𝑥) e 𝑟(𝑥) tais que 𝑟(𝑥)=0 e 𝑝(𝑥)=(𝑥−𝑥𝑛)∙𝑞(𝑥)+𝑟(𝑥)=(𝑥−
𝑥𝑛)∙𝑞(𝑥), sendo 𝑞(𝑥) um polinômio de grau dois. Então, para encontrar as 
outras duas raízes restantes de 𝑝(𝑥), de forma exata, usamos a fórmula 
de Bhaskara em 𝑞(𝑥).

No caso em que 𝑥𝑛 é raiz aproximada, então na divisão de 𝑝(𝑥) 
por 𝑥−𝑥𝑛, o polinômio 𝑟(𝑥) não é zero, mas sim um valor muito próximo 
de zero, por isso consideramos 𝑟(𝑥)≈0, e obtemos, como no caso da raiz 
exata, discutido no parágrafo anterior, 𝑝(𝑥)=(𝑥−𝑥𝑛)∙𝑞(𝑥), sendo 𝑞(𝑥) um 
polinômio de grau dois. Logo, usamos a fórmula de Bhaskara em 𝑞(𝑥) 
para encontrar, de modo aproximado, as duas raízes restantes de 𝑝(𝑥).
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Os exemplos exibidos anteriormente, polinômios de grau 
três 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) e 𝑝3(𝑥), possuem coeficientes 𝑎,𝑏,𝑐 e 𝑑 inteiros. Na 
implementação do método de Newton-Raphson na planilha Google, 
se um dos coeficientes do polinômio de grau três não for inteiro, ou for 
necessário digitar algum valor que não seja inteiro em alguma célula da 
planilha, então o recomendado é usar o comando “=” antes do valor. Por 
exemplo, caso seja necessário digitar , então escreve-se “=3/5” na célula. 
Se for necessário digitar algum outro valor, como , então é necessário 
verificar a lista de funções da planilha do Google em (Google, 2024). 
Outra solução é usar uma calculadora e escrever o valor aproximado 
retornado pela calculadora. No caso de , o comando na planilha 
Google é “=SQRT(5)”, ou usando uma calculadora,  ≈2,236068 e 
digitamos “=2,236068”. Para evitar problemas, pode-se sempre usar o 
comando “=” antes de qualquer valor.

Para o polinômio 𝑝4(𝑥)=− , e valor inicial 𝑥0= , na 
planilha Google, digitamos respectivamente nas células A1, B1, C1, 
D1 e B2, os valores “=-1/2”, “=13/5”, “=0”, “=-4/3” e “=24/8”. Na quarta 
iteração, obtemos o valor da raiz 𝑥4=5,097369486, com erro absoluto 
𝜖=0,0000002300816115 (Figura 1.10).

Figura 1.10 – Método de Newton-Raphson aplicado em 𝑝4(𝑥)=− com 
𝑥0= .

Fonte: Autoria própria.

1.10 Calculando raízes cúbicas

Seja 𝑑>0 um número real, considerando a função 𝑝5(𝑥)=𝑥3−𝑑, o 
valor  é uma raiz de 𝑝5(𝑥). Logo, 𝑝5(𝑥) é fatorado da seguinte forma, 
𝑝5(𝑥)= , e o polinômio de grau 𝑥2+  
tem discriminante Δ=−3 <0. Com base nessa discussão, a única 
raiz real de 𝑝5(𝑥)=𝑥3−𝑑 é .

Dado um valor real 𝑑>0, para sabermos o valor de , só 
precisamos executar o método de Newton-Raphson na planilha 
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eletrônica no polinômio de grau três na forma 𝑝5(𝑥)=𝑥3−𝑑. Por exemplo, 
para calcularmos , usamos 𝑝5(𝑥)=𝑥3−2. Na planilha Google, digitamos, 
respectivamente, nas células A1, B1, C1, D1 e B2, os valores “=1”, “=0”, 
“=0”, “=0” e “=-2”, e iniciamos com o valor arbitrário 𝑥0=1. O resultado 
encontrado é 𝑥5=1,25992105, e =(1,25992105)3=2,000000001, 
isto é, ≈1,25992105.

Para o caso em que 𝑑=11, 𝑝5(𝑥) é igual a 𝑥3−11, e aplicando o 
método de Newton-Raphson na planilha Google, com 𝑥0=1, obtemos 
𝑥7=2,223980091. Ou seja, encontramos que , ≈2,223980091.

Os valores encontrados são boas aproximações para  e .

1.11 Conclusão

Neste texto, apresentamos um procedimento efetivo para 
calcular as três raízes de uma função polinomial de grau três, 𝑝:ℝ⟶ℝ, 
definida por 𝑝(𝑥)=𝑎𝑥3+𝑏𝑥2+𝑐𝑥+𝑑, com 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑 ∈ ℝ   e 𝑎≠0. Verificou-
se que todas as funções polinomiais de grau três tem pelo menos 
uma raiz real e que com isso é possível aplicar o método de Newton-
Raphson, esse sendo um método iterativo simples e eficiente para 
descobrir uma raiz a partir de um valor inicial e de um índice de erro. 
Pelo fato do método de Newton-Raphson ser numérico, fica mais fácil 
sua utilização de maneira computacional, portanto uma aplicação por 
meio do software Planilha Google foi executada, ensinando todos os 
passos da sua implementação. Com a raiz real encontrada, fizemos 
uma divisão polinomial para usar a fórmula de Bhaskara e determinar 
as duas raízes faltantes de 𝑝(𝑥), que não necessariamente são raízes 
reais. Utilizando o programa criado computacionalmente por meio da 
Planilha do Google, exibimos como calcular raízes cúbicas de números 
reais positivos.

A utilização dos métodos aqui descritos pode servir como 
motivação para o ensino de Cálculo Diferencial e Integral, visto exibir 
uma forma de programar o método de Newton-Raphson em um 
software. Além disso, indicamos uma fórmula acessível do método 
de Newton-Raphson, permitindo que pessoas que tenham pouco ou 
nenhum conhecimento sobre derivada, possam usufruir desse método 
em funções polinomiais de grau três, então tal assunto também pode 
ser ministrado no Ensino Básico, como uma maneira de usar ferramentas 
computacionais, e aplicar as metodologias de divisão polinomial.
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CAPÍTULO 2 
 

SEQUÊNCIA DE FIBONACCI, RECORRÊNCIA 
E O NÚMERO DE OURO

Ruan Bosco Gomes de Brito 
José Laudelino de Menezes Neto

2.1 Introdução

Na rede mundial de computadores, a internet, circulam notícias 
que tratam da razão áurea, ou número de ouro. Essas notícias exibem 
uma proporção simétrica em forma de espiral em imagens da natureza, 
uma concha (veja Figura 2.1), em copas de árvores, e em pinturas. Existe 
uma relação dessa proporção áurea com a sequência de Fibonacci, e 
a espiral.

Figura 2.1 – Imagem de uma concha com a forma de espiral.

Fonte: https://www.pexels.com/pt-br/foto/concha-do-mar-laranja-e-branca-na-
superficiebranca-33234/, imagem de domínio público.

A sequência de Fibonacci é uma teoria que surgiu por meio da 
pesquisa de Leonardo de Pisa, um matemático nascido na Itália, por 
volta do ano de 1170. O seu apelido, Fibonacci, possivelmente surgiu 
do fato de ser filho de Guglielmo Bonacci, como sendo um diminutivo 
do termo “filho de Bonacci”. O registro desse tema da sequência de 

https://www.pexels.com/pt-br/foto/concha-do-mar-laranja-e-branca-na-superficiebranca-33234/
https://www.pexels.com/pt-br/foto/concha-do-mar-laranja-e-branca-na-superficiebranca-33234/
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Fibonacci encontra-se como um problema proposto no livro escrito 
por ele, Liber Abaci, numa tradução livre “Livro de cálculos”.

O problema é apresentado da seguinte maneira:

Problema 2.1: Considere um par de coelhos recém-nascidos, 
sendo um macho e uma fêmea, colocados em um campo. Supomos 
que os coelhos são capazes de se reproduzir com a idade de um mês e a 
fêmea possui um período de gestação de mesmo tempo, de forma que, 
no final do segundo mês, uma fêmea dá à luz um novo casal de coelhos. 
Temos também, por hipótese, que os coelhos nunca morrem e que, a 
partir do final de todo mês, cada fêmea adulta continua reproduzindo 
exatamente um macho e uma fêmea. Quantos pares de coelhos temos 
ao final de um ano?

Uma solução para este Problema 2.1 é dada a partir da análise 
que segue (Ramos, 2013):

•	 no primeiro mês, temos apenas um par de coelhos filhotes;

•	 no segundo mês, os filhotes viraram adultos, o casal acasala, 
continuando um par de coelhos;

•	 no terceiro mês a fêmea dá à luz um novo casal de coelhos, 
temos dois casais e o casal mais velho acasala mais uma vez;

•	 no quarto mês a fêmea do casal mais velho dá à luz um novo 
casal, que logo em seguida acasala novamente. O casal mais 
novo se torna adulto e acasala. No total temos três casais de 
coelhos: dois adultos e um filhote;

•	 no quinto mês, as duas fêmeas mais velhas dão à luz, cada 
uma, um novo casal de coelhos. O casal mais novo se torna 
adulto. No total temos cinco casais de coelhos, sendo três 
casais adultos e dois filhotes;

•	 a análise continua até chegar ao décimo segundo mês.

Tendo em vista que escrevendo toda a análise, começaria a 
se tornar confuso, organizamos o procedimento em forma de tabela, 
prosseguindo até o décimo segundo mês, obtendo a Tabela 2.1.
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Tabela 2.1 – Quantidade de pares de coelhos mês a mês, do mês 1 ao mês 12.

Mês 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Pares de 
coelhos 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Fonte: Elaboração própria.

Portanto, a solução do Problema 2.1 é a de que, ao final do 
décimo segundo mês, teremos um total de 144 pares de coelhos. Os 
valores mês a mês, se continuarmos indefinidamente, definem uma 
sequência numérica infinita, a sequência de Fibonacci,

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,…		  (2.1)

Neste texto, o objetivo é formalizar essa sequência de Fibonacci a 
partir da definição de sequências reais e, com essa motivação, apresentar 
e obter, por meio da teoria de recorrências lineares, uma fórmula geral 
para descrever qualquer termo dessa sequência (2.1). Além disso, 
como dito no primeiro parágrafo desta Introdução, exibir a relação da 
sequência de Fibonacci com o número de ouro e a espiral da Figura 2.1.

2.2 Recorrências lineares

O livro Análise Real (Lima, 2020) caracteriza formalmente uma 
sequência real pela Definição 2.1 a seguir.

Definição 2.1: Uma sequência de números reais é uma função 
𝑥:ℕ→ℝ, que associa a cada número natural 𝑛 um número real 𝑥𝑛, 
chamado o 𝑛-ésimo termo da sequência.

Este 𝑛-ésimo termo também é conhecido por termo geral.
Exemplo 2.1: A sequência infinita 𝑥:ℕ→ℝ, de termo geral 

𝑥𝑛= , tem os valores dos seus sete primeiros termos dados na Tabela 2.2.

Tabela 2.2 – Valores da sequência 𝑥𝑛= , para 1 ≤ 𝑛 ≤ 7.

𝑛 1 2 3 4 5 6 7

Valor de 𝑥𝑛 2 1 2/3 1/2 2/5 1/3 2/7

Fonte: Elaboração própria.

Em princípio, podemos escrever a sequência de Fibonacci (2.1) 
parecida com o que é dito nesta Definição 2.1, basta observarmos que 
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dados os dois termos iniciais da sequência de Fibonacci, 𝐹1=1 e 𝐹2=1, 
temos o termo geral dado por

𝐹1=1,	 𝐹2=1,						     (2.2)

		      𝐹𝑛=𝐹𝑛−1+𝐹𝑛−2, 𝑛 > 2.

Assim, podemos calcular os termos 𝐹𝑛 para valores de 𝑛 maiores 
que dois,

𝐹3=𝐹2+𝐹1=1+1=2,
𝐹4=𝐹3+𝐹2=2+1=3,

𝐹5=𝐹4+𝐹3=3+2=5,…

Organizando em formato de tabela, igual ao que foi feito para 
sequência  do Exemplo 2.1, obtemos a Tabela 2.3.

Tabela 2.3 – Valores da sequência de Fibonacci  definida em (2.2) para .

𝑛 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝐹𝑛 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
Fonte: Elaboração própria.

Entretanto, esta fórmula para a sequência de Fibonacci definida 
em (2.2) não se assemelha a fórmula da sequência 𝑥𝑛 dada no Exemplo 
2.1, onde o termo geral depende estritamente do valor 𝑛, e não de 
termos anteriores.

As sequências definidas dessa forma, semelhantes ao que está 
em (2.2), cujo valor dos termos mais à frente deve recorrer aos valores 
dos termos anteriores, são as sequências definidas por recorrência. Nesse 
caso em particular, é uma recorrência linear de ordem dois, homogênea, 
com coeficientes constantes.

Definição 2.2: Uma recorrência linear de ordem dois, 
homogênea, com coeficientes constantes, é uma sequência real, tal 
que seu termo geral, para 𝑛 maior que dois, é dado por

𝑥𝑛= −𝑝𝑥𝑛−1−𝑞𝑥𝑛−2, 𝑛 > 2,				    (2.3)

com 𝑝 e 𝑞 números reais e 𝑞≠0.
Existem Teoremas que garantem a escrita do termo geral 𝑥𝑛 de 

uma recorrência linear de ordem dois, em (2.3), como função dependente 
exclusivamente de 𝑛, ou seja, 𝑥𝑛=𝑓(𝑛), ao invés de depender de termos 
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anteriores, no caso, 𝑥𝑛−1 e 𝑥𝑛−2. Para tanto, associamos a expressão em 
(2.3) à equação, chamada de equação característica,

𝑟2+𝑝𝑟+𝑞=0						    (2.4)

e aplicamos os Teoremas a seguir.

Teorema 2.1: Se as raízes da equação em (2.4) são 𝑟1 e 𝑟2, então  
𝑎𝑛=  é uma solução da recorrência em (2.3), quaisquer que 
sejam os valores das constantes 𝐶1 e 𝐶2.

Teorema 2.2: Se as raízes da equação em (2.4) são 𝑟1 e 𝑟2, com 
𝑟1≠𝑟2, então todas as soluções da recorrência em (2.3) são da forma 
𝑎𝑛= , onde 𝐶1 e 𝐶2 são constantes.

As demonstrações dos Teoremas 2.1 e 2.2 são encontradas nas 
referências (Morgado, 2013) e (Moura, 2021). Neste texto aplicamos os 
Teoremas 2.1 e 2.2 na sequência de Fibonacci para obter seu termo 
geral, 𝐹𝑛, dependendo somente do valor de 𝑛.

2.3 Termo geral da sequência de Fibonacci

O termo geral da sequência de Fibonacci dado em (2.2) é 
associado a equação característica

𝑟2−𝑟−1=0.

Utilizando a fórmula de Bhaskara, obtemos as seguintes raízes 
para esta equação

Assim, sendo 𝑟1≠𝑟2, aplicando os Teoremas 2.1 e 2.2, obtemos o 
termo geral da sequência de Fibonacci que depende estritamente de 𝑛,

Para determinar os valores das constantes 𝐶1 e 𝐶2, resolvemos 
o sistema linear,
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Solucionando o sistema acima, 𝐶1=−  e 𝐶2= . Portanto, o 
termo geral da sequência de Fibonacci, dependendo apenas de 𝑛, é 
dado por

	         (2.5)

2.4 Número de ouro

O número de ouro é um número pertencente aos reais, e assim 
como 𝜋, ou , é um número irracional. Seu valor é dado por

			  𝜑=1.61803399…			   (2.6)

Numericamente falando, a relação da sequência de Fibonacci 
com o número de ouro é simples. O quociente formado pela divisão 
de dois termos subsequentes da sequência de Fibonacci para valores 
cada vez maiores de 𝑛

é uma aproximação para o valor do número de ouro.

Por exemplo,

			    	 (2.7)
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Observamos que 𝐹8/𝐹7 acertou duas casas decimais do número 
𝜑 em (2.6), já 𝐹15/𝐹14 cinco casas decimais, e 𝐹20/𝐹19 sete casas decimais.

Para o cálculo dos valores 𝐹𝑛 em (2.7), fizemos uso de um 
computador para auxiliar nos cálculos e usamos a expressão do termo 
geral de 𝐹𝑛 em (2.5).

2.5 Desenhando a espiral

Em um sistema de coordenadas polares, uma espiral logarítmica 
é uma curva dada por uma equação da forma (Spira, 2022)

𝑟(𝜃)=𝑎𝑝𝜃,

onde 𝑎 e 𝑝 são números reais positivos. Nesta seção, ensinamos como 
desenhar a espiral logarítmica a partir do número de ouro.

Vimos o valor do número de ouro, 𝜑=1.61803399…, e sua 
relação com os números de Fibonacci. Resta sabermos a relação da 
espiral apresentada na Figura 2.1. De forma intuitiva, exibimos uma 
maneira de como desenhar este tipo de espiral áurea. Pelo fato de as 
figuras serem feitas no computador, utilizamos o pixel como unidade 
de medida.

Primeiro, necessitamos de um retângulo 𝐴𝐵𝐶𝐷 (veja Figura 
2.2), de tal forma que seu lado maior, no caso 𝐴𝐵, atenda a seguinte 
condição: podemos dividir o lado 𝐴𝐵 em duas partes por um ponto 
𝐸 satisfazendo

onde |𝑋𝑌| significa o comprimento do segmento 𝑋𝑌. O valor do número 
de ouro 𝜑=1.61803399… também é obtido a partir desta condição 
(2.8) (Ramos, 2013).
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Figura 2.2 – Retângulo 𝐴𝐵𝐶𝐷.

Fonte: Autoria própria.

Um modo de construir tal retângulo, satisfazendo de forma 
aproximada a condição (2.8), é utilizando a sequência de Fibonacci, 
para tanto vamos utilizar a fórmula geral 𝐹𝑛 dada pela equação (2.5).

Consideremos um retângulo 𝐺𝐻𝐼𝐽 (Figura 2.3) tal que seu lado 
maior tem tamanho 𝐹15=610 pixels e seu lado menor tem tamanho  
𝐹14=377 pixels. Se dividirmos seu lado maior de tamanho 𝐹15=610 
em dois segmentos, um de comprimento 𝐹14=377 pixels e outro de  
𝐹13=233 pixels, temos

Ou seja, o retângulo 𝐺𝐻𝐼𝐽 atende a condição (2.8) de forma 
aproximada.
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Figura 2.3 – Construção dos quadrados dentro do retângulo 𝐺𝐻𝐼𝐽.

Fonte: Autoria própria.

Dentro deste retângulo 𝐺𝐻𝐼𝐽, construímos quadrados tal que a 
medida dos seus lados, segue os valores da sequência de Fibonacci (veja 
Figura 2.3). Agora, para obter a espiral áurea, dentro de cada quadrado, 
traçamos um arco de circunferência (Spira,2022), conforme exibido na 
Figura 2.4.

Figura 2.4 – Arco de circunferência traçado dentro de cada quadrado no 
retângulo 𝐺𝐻𝐼𝐽, obtendo a espiral.

Fonte: Autoria própria.
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2.6 Conclusão

Utilizando a sequência de Fibonacci, vimos ser possível motivar 
o estudo de sequências reais, recorrências lineares e cálculo numérico. 
Neste último assunto, pelo fato de fazermos uma aproximação numérica 
em (2.7) do número de ouro, podemos inclusive calcular o erro dessas 
aproximações.

Além disso, caso fôssemos estudar mais a fundo, poderíamos 
adentrar no assunto de Indução Matemática verificando certas 
propriedades atendidas pela sequência de Fibonacci (Morgado, 2013). 
Algumas propriedades ainda requereriam o conhecimento em Teoria 
dos Números (Moura, 2021). Se fôssemos verificar como obter de forma 
mais detalhada a espiral relacionada ao número de ouro e a sequência de 
Fibonacci, exibidas nas Figuras 2.1 e 2.4, teríamos de estudar geometria 
(Moura, 2021), (Spira, 2022).
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CAPÍTULO 3 
 

COMPUTAÇÃO GRÁFICA E CURVAS DE 
BÉZIER CÚBICAS 

Elenilson Justino de Oliveira 
José Laudelino de Menezes Neto

3.1 Introdução

A Matemática contribui para o desenvolvimento de inovações 
e soluções práticas de situações do mundo real, e uma área particular 
onde vemos esse fato é a Computação Gráfica, dedicada à criação, 
manipulação e representação de elementos visuais.

Dado um desenho feito a mão livre, é difícil deduzir a equação 
de uma curva plana, ou várias curvas planas, das que conhecemos em 
um curso de Geometria Diferencial (Tenenblat, 2008), de tal maneira que 
o traçado dessa curva, ou dessas curvas, seja semelhante ao desenho. 
Uma maneira de criar elementos visuais, e de obter as equações de 
curvas que sejam semelhantes a um desenho, pode ser por meio da 
implementação computacional de curvas de Bézier (veja Figura 3.1), 
curvas paramétricas onde se pode manipular e modelar sua forma 
suave e precisa por meio de pontos de controle previamente dados 
𝑃0, 𝑃1,..., 𝑃𝑛−1,𝑃𝑛 (Viana, 2024). A imagem à esquerda na Figura 3.1 foi 
feita a mão livre, e à direita utilizando o GeoGebra, uma calculadora 
digital online, gratuita, acessível pelo endereço https://geogebra.org.

https://geogebra.org
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Figura 3.1 – À esquerda desenho feito a mão livre e à direita são seis curvas 
de Bézier cúbicas, que estão  conectadas de tal maneira que seu formato se 

assemelha ao desenho.

Fonte: Autoria própria.

As curvas de Bézier são geradas a partir de coordenadas 
ponderadas dos 𝑛+1 pontos de controle, onde a curva inicia no 
ponto 𝑃0 e termina no ponto 𝑃𝑛 e não necessiariamente passa nos 
pontos intermediários 𝑃0, 𝑃1,..., 𝑃𝑛−1, sendo, portanto, uma curva de 
aproximação, e não de interpolação. Uma curva de interpolação passa 
em todos os pontos de controle dados (Andrade, 2016).

Por meio da Computação Gráfica, a utilização de curvas de Bézier 
é vasta, desde o traçado de desenhos feitos a mão livre, design de 
carros (Almeida, 2015; Alves, 2021; Farin, 2002; Pereira, 2022), design 
de roupas (Alves 2021), até a criação de tipografia de fontes (Machado, 
2013; Pereira, 2022; Santos, 2015), dentre outras aplicações.

Focamos nosso estudo nas curvas de Bézier cúbicas, por conta da 
sua maleabilidade em obtenção de formas sinuosas, e pelo baixo custo 
do ponto de vista computacional (Van Verth et al, 2015). Além disso, fica 
mais fácil para exibir as propriedades intrínsecas às curvas de Bézier.

Os trabalhos de (Itoh & Ohno, 1993) e (Schneider, 1990) descrevem 
algoritmos usados no design de fontes tipográficas usando curvas de 
Bézier cúbicas. Seguindo esses textos de (Itoh & Ohno, 1993) e (Schneider, 
1990), apresentamos de modo prático a ideia de sua aplicação por meio 
do GeoGebra.

O restante deste capítulo é dividido da seguinte forma: na seção 
3.2, apresentamos as curvas planas, que são curvas parametrizadas 
diferenciáveis no ℝ2; na seção 3.3, definimos curvas de Bézier no 
plano por meio dos polinômios de Bernstein e pelo algoritmo de De 
Casteljau; na seção 3.4, destacamos algumas propriedades das curvas 
de Bézier, com ênfase em curvas de Bézier cúbicas; na seção 3.5, como 



	 Capa  |  Sumário  |  37	

Desbravando Temas em Matemática Pura e Aplicada 

uma maneira de aplicar o conteúdo estudado na Computação Gráfica, 
descrevemos os procedimentos feitos no GeoGebra para confeccionar 
a Figura 3.1; na seção 3.6 explicamos, de modo geral, o funcionamento 
de algoritmos usando curvas de Bézier cúbicas para o design tipográfico 
de fontes, com base nos textos (Itoh & Ohno, 1993) e (Schneider, 1990).

3.2 Curvas parametrizadas

Uma curva parametrizada diferenciável no plano é uma aplicação 
𝛼:𝐼→ℝ2 definida em um intervalo dos reais 𝐼=[𝑎,𝑏] e representada por 
𝛼(𝑡)=(𝑥(𝑡),𝑦(𝑡)), onde 𝑥(𝑡),𝑦(𝑡) são funções diferenciáveis de classe 𝐶∞ 
no intervalo aberto ]𝑎,𝑏[ (Tenenblat, 2008). As funções 𝑥(𝑡),𝑦(𝑡) são 
conhecidas como funções coordenadas, 𝑡 é chamado de parâmetro e 
o conjunto imagem 𝛼(𝐼) é a trajetória descrita pela curva 𝛼 quando o 
parâmetro 𝑡 varia ao longo do domínio 𝐼. O conjunto 𝛼(𝐼)⊆ ℝ2 também 
é conhecido como traço de 𝛼.

O vetor tangente ao traço da curva 𝛼(𝑡), em 𝑡∈ ]𝑎,𝑏[, definido 
como

𝛼′(𝑡)=(𝑥′(𝑡),𝑦′(𝑡)),

descreve a direção da curva no ponto 𝑡 ∈  ]𝑎,𝑏[, onde a linha denota a 
derivada em função de 𝑡. Uma curva parametrizada é regular se 𝛼′(𝑡)≠0. 
Isso implica que a curva não possui pontos de dobras ou paradas bruscas 
em seu traço, garantindo uma trajetória suave e contínua ao longo do 
intervalo ]𝑎,𝑏[.

Figura 3.2 – Curva 𝛼(𝑡)=(5𝑡3−9𝑡2+3𝑡+2,−𝑡3+6𝑡2−6𝑡+2) definida no intervalo 
𝐼=[0,1], e vetor tangente 𝛼′(0.5) posicionado sobre o traço da curva no ponto 

𝛼(0.5).

Fonte: Autoria própria.
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Exemplo 3.1: Na Figura 3.2 temos a curva 𝛼:𝐼→ ℝ 2 dada por

𝛼(𝑡)=(5𝑡3−9𝑡2+3𝑡+2,−𝑡3+6𝑡2−6𝑡+2),

onde 𝐼=[0,1]. Para o intervalo aberto ]0,1[,

𝛼′(𝑡)=(15𝑡2−18𝑡+3,−3𝑡2+12𝑡−6),

e para 𝑡=0.5 o vetor tangente em 𝛼(0.5) é igual a (−2.25,−0.75).
A reparametrização de curvas é um processo que envolve 

a modificação da forma como uma curva é percorrida por meio do 
parâmetro 𝑡 ao longo do intervalo 𝐼. Isso é feito pela escolha de uma nova 
função de parâmetro, que preserva a representação e diferenciabilidade 
da curva original.

Dada uma curva contida num intervalo fechado [𝑎,𝑏], com 
𝛼(𝑎)=𝑃0 e 𝛼(𝑏)=𝑃1, é sempre possível realizar uma reparametrização 
de modo a obter 𝛼(0)=𝑃0 e 𝛼(1)=𝑃1. Esse ajuste é alcançado por meio 
da introdução de uma função 𝑓:[0,1]→[𝑎,𝑏] definida por 𝑓(𝑡)=(𝑏−𝑎)𝑡+𝑎. 
Ao fazer a composição 𝛼(𝑓(𝑡)) conseguimos uma nova parametrização 
da curva com 𝛼(𝑓(0))=𝑃0 e 𝛼(𝑓(1))=𝑃1. Portanto, devido a esse fato, 
sempre vamos considerar o intervalo [𝑎,𝑏] como o intervalo [0,1].

3.3 Curvas de Bézier

No contexto histórico, as curvas de Bézier ganharam destaque 
em meados do século 20, quando o engenheiro francês Pierre Bézier 
(1910-1999) aplicou-as na modelagem de formas aerodinâmicas de carros 
para a Renault (Pereira, 2022). Essa contribuição foi particularmente 
valiosa na criação de curvas suaves e fluidas em designs automotivos, 
proporcionando uma maneira eficaz de controlar e ajustar as curvas 
sem a necessidade de cálculos matemáticos mais complexos, bastando 
manipular uma certa quantidade de pontos (Viana, 2024).

Ao longo do tempo, essas curvas foram adotadas em diversos 
campos, como design gráfico, animação, tipografia e modelagem 3D. 
Dentre as suas principais características está a capacidade de serem 
definidas por pontos de controle, o que oferece uma flexibilidade 
significativa para a criação de formas precisas pelo simples movimento 
desses pontos de controle (Pereira, 2022).
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Nas próximas duas subseções, definimos curvas de Bézier de 
duas maneiras, por polinômios de Bernstein, e por meio dos poliômios 
de De Casteljau.

3.3.1 Polinômios de Bernstein

Os polinômios de Bernstein foram introduzidos pelo matemático 
russo Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968), e destacam-se como 
uma classe significativa na teoria dos polinômios, pois desempenham 
um papel crucial na aproximação de funções contínuas em intervalos 
fechados, representando-as como combinações convexas de polinômios 
fundamentais, oferecendo uma abordagem única para a análise e 
representação de curvas suaves, o que os tornam valiosos em diversas 
áreas da Matemática Aplicada, desde interpolação de curvas até 
Desenho Auxiliado por Computador (Computer Aided Design - CAD) 
(Almeida, 2015).

Sejam 𝑖 e 𝑛 números inteiros não negativos, com 𝑖≤𝑛, para 
𝑡∈[0,1], o 𝑖-ésimo polinômio de Bernstein de grau 𝑛 é definido como

(3.1)

Dados 𝑛+1 pontos no plano, chamados de pontos de controle,

𝑃0=(𝑥0,𝑦0),𝑃1=(𝑥1,𝑦1),…,𝑃𝑛−1=(𝑥𝑛−1,𝑦𝑛−1), 𝑃𝑛=(𝑥𝑛,𝑦𝑛),

uma curva de Bézier de grau 𝑛 é uma curva parametrizada 𝛽:[0,1]→ℝ2 
definida por

𝛽(𝑡)=  (𝑡)𝑃𝑖=(𝑥(𝑡),𝑦(𝑡)), (3.2)

onde

𝑥(𝑡)=  (𝑡)𝑥𝑖,     𝑦(𝑡)=  (𝑡)𝑦𝑖.

Observamos que 𝛽(0)=𝑃0 e 𝛽(1)=𝑃𝑛.
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3.3.2 Algoritmo de De Casteljau

Desenvolvido em 1959 por Paul de Casteljau (1930-2022), o 
algoritmo de De Casteljau é uma técnica usada para calcular pontos 
em Curvas de Bézier (Farin, 2002; Pereira, 2022). Dado um conjunto de 
pontos ordenados na sequência 𝑃0,𝑃1,…,𝑃𝑛−1,𝑃𝑛, e um parâmetro 𝑡 ∈ 
[0,1], de acordo com o valor do parâmetro 𝑡, o algoritmo divide essa 
sequência de pontos em uma sequência menor de pontos, até que 
reste um único ponto, e este último ponto desejado está sobre a curva 
de Bézier definida pelos pontos de controle 𝑃0,𝑃1,…,𝑃𝑛−1,𝑃𝑛.

O algorítimo de De Casteljau funciona da seguinte maneira, 
seja 𝛽(𝑡) a curva de Bézier gerada pelos 𝑛+1 pontos de controle, 

, e 𝑡0 ∈ [0,1], para cada 𝑗 ∈ {0,1,…,𝑛−1} definimos 
um ponto  a partir desses 𝑛+1 pontos por

        0≤ 𝑗≤ 𝑛 −1.

Usando os 𝑛 pontos , obtemos 𝑛−1 pontos , para 0≤ 𝑙≤ 
𝑛−2, dados por

        0≤ 𝑙≤ 𝑛 −2.

De modo geral,

    1≤ k≤ n,    0≤ m≤ n−k , (3.2)

e repetindo esse procedimento inúmeras vezes até chegar em um único 
, chega-se ao ponto que pertence a curva de Bézier gerada pelos 

pontos  para o parâmetro 𝑡0 ∈ [0,1], ou seja, 𝛽(𝑡0)= .

Exemplo 3.2: Na Figura 3.3 temos uma construção de curva de 
Bézier para 𝑛=3 por meio do algoritmo de De Casteljau, com os seguintes 
pontos de controle, . 
Os pontos intermediários obtidos pela equação (3.2) para 𝑡0=0.7 são 

 e , o ponto  está sobre a curva. Mais exemplos e 
construções de curvas de Bézier, por meio do algoritmo de De Casteljau, 
e usando o Geogebra, são vistos nos trabalhos de (Almeida, 2015) e 
(Alves, 2021).
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Figura 3.3 – Curva de Bézier definida pelos pontos de controle 
, obtida utilizando o algoritmo 

de De Casteljau. Os pontos intermediários  e  foram 
calculados usando o valor 𝑡0=0.7. O ponto  está sobre a curva.

Fonte: Autoria própria.

3.4 Propriedades das curvas de Bézier

Nesta seção, enunciamos resultados válidos para o caso geral de 
uma curva de Bézier de grau 𝑛, porém vamos restringir as demonstrações 
para o caso de ordem 𝑛=3, curva de Bézier cúbica, de forma a facilitar 
o entendimento e visualização do que é feito nos cálculos.

Uma curva de Bézier cúbica, 𝛽(𝑡), gerada por quatro pontos de 
controle , a partir 
do uso de polinômios de Bernstein em (3.2), tem a seguinte equação

(3.3)

Para o caso da definição por meio do algoritmo de De Casteljau 
em (3.2), essa mesma curva 𝛽(𝑡), a partir dos pontos de controle 

, e um valor 𝑡0 ∈ [0,1], geramos os pontos
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(3.4)

Com os pontos , geramos os pontos

(3.5)

Usando , obtemos o ponto

(3.6)

Este ponto  pertence a curva 𝛽(𝑡), ou seja, =𝛽(𝑡0). Com 
efeito, fazendo as substituições das equações dos pontos  em 
(3.5) na equação de  em (3.6),

P0
3 = t0

2 − 2t0 + 1 P0
1 + −2t0

2 + 2t0 P1
1 + t0

2 P2
1 , (3.7)

e substituindo  em (3.4) nesta última equação em (3.7), 
chegamos na equação de 𝛽(𝑡) em (3.3) quando 𝑡=𝑡0.

Para o caso em particular das curvas de Bézier cúbicas, essa 
discussão mostra que as definições das curvas de Bézier por meio 
dos polinômios de Bernstein e pelo algoritmo de De Casteljau são 
equivalentes, no entanto o resultado também é válido para o caso geral 
das curvas de Bézier de ordem 𝑛.

Exemplo 3.3: A construção da curva de Bézier cúbica por meio 
do algoritmo de De Casteljau é exibida na Figura 3.4 para curva de 
Bézier 𝛽:[0,1]→ℝ2, para 𝑡0=0.3, onde os pontos de controle da curva 
𝛽 são 𝑃0

0 = 1,2 ,𝑃1
0 = 4,4 ,𝑃2

0 = 5,0 ,𝑃3
0 = 9,3  e são representados 

pelos círculos cinzas. Os pontos  são os triângulos, os pontos  
os quadrados, e o ponto =𝛽(0.3) é o círculo na cor vermelha que está 
sobre o traço da curva 𝛽. Utilizando a expressão em (3.3), a equação da 
curva 𝛽:[0,1]→ℝ2 é dada por 𝛽(𝑡)=(5𝑡3−6𝑡2+9𝑡+1,13𝑡3−18𝑡2+6𝑡+2).
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Figura 3.4 – Curva de Bézier 𝛽:[0,1]→ℝ2 definida pelos pontos de controle 
𝑃0

0 = 1,2 ,𝑃1
0 = 4,4 ,𝑃2

0 = 5,0 ,𝑃3
0 = 9,3 . Usando o algoritmo de De 

Casteljau, para o valor 𝑡0=0.3 obtemos os pontos 𝑃0
1,𝑃1

1, 𝑃2
1,𝑃0

2, 𝑃1
2 e =𝛽(0.3). 

O fecho convexo dos pontos 𝑃0
0, 𝑃1

0, 𝑃2
0,𝑃3

0 é o polígono destacado na cor cinza.

Fonte: Autoria própria.

Um conjunto de pontos no plano ℋ é convexo se dados 
quaisquer dois pontos 𝑃, 𝑄 ∈ ℋ, então o segmento de reta 𝑃𝑄 está 
inteiramente contido em ℋ, ou, equivalentemente, se

(1−𝑡)𝑃+𝑡𝑄 ∈ ℋ,    ∀ 𝑡∈ [0,1].

Dado um conjunto de pontos ℜ𝑛= 𝑃0
0 ,𝑃1

0 ,… , 𝑃𝑛−1
0 ,𝑃𝑛

0 , o fecho convexo 
desse conjunto de pontos ℜ𝑛 é o menor polígono convexo que contém 
todos os pontos de ℜ𝑛.

Sejam ℜ3= 𝑃0
0 ,𝑃1

0 ,𝑃2
0 ,𝑃3

0  um conjunto de pontos no plano, 
ℱ o fecho convexo de ℜ3 e 𝛽(𝑡) a curva de Bézier cúbica gerada pelos 
pontos de ℜ3. Seguindo essa notação e a construção de curvas de Bézier 
por meio do algoritmo de De Casteljau, consideremos 𝑡0 ∈ [0,1] e os 
pontos 𝑃0

1 ,𝑃1
1,𝑃2

1 dados em (3.4). Por definição, 𝑃0
1 ,𝑃1

1,𝑃2
1 estão em ℱ, 

pois pertencem, respectivamente, aos segmentos 𝑃0
0𝑃1

0 ,𝑃1
0𝑃2

0 ,𝑃2
0𝑃3

0 
(veja Figura 3.4). De modo análogo, os pontos 𝑃0

2 e 𝑃1
2, definidos em 

(3.5), também estão em ℱ. Por conseguinte, 𝑃0
3= 𝛽(𝑡0) pertencente ao 

segmento 𝑃0
2𝑃1

2, definido em (3.5), está no fecho convexo de ℜ3. Logo, 
sendo 𝑡0 ∈ [0,1] arbitrário, provamos que para todo 𝑡 ∈ [0,1], 𝛽(𝑡) ∈ ℱ.

Na Figura 3.4 vemos uma curva de Bézier cúbica 𝛽 com seu traço 
totalmente contido dentro do fecho convexo gerado por seus pontos 
de controle 𝑃0

0 ,𝑃1
0 ,𝑃2

0 ,𝑃3
0.. De modo geral, vale a seguinte propriedade.
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Propriedade 3.1 (Fecho Convexo): Seja 𝛽(𝑡) uma curva de 
Bézier de grau 𝑛, definida por 𝑛+1 pontos de controle 𝑃0,𝑃1,𝑃2,…𝑃𝑛, 
então 𝛽(𝑡) está totalmente contida no fecho convexo dos pontos de 
controle.

Demonstração: A demonstração do caso geral é encontrada em 
(Farin, 2002) ou (Pereira, 2022), e segue este raciocínio para o caso das 
curvas de Bézier cúbicas apresentado acima. ∎

Uma utilidade para esta Propriedade 3.1 é verificar, de forma 
rápida, se duas curvas de Bézier distintas se interceptam, pois caso 
o fecho convexo dos seus respectivos pontos de controle não se 
interceptem, as curvas não irão se interceptar (Almeida, 2015; Farin, 
2002). Entretanto, caso exista interseção entre os fechos convexos, 
cálculos mais precisos são necessários.

Propriedade 3.2 (Partição da unidade): Para todo 𝑡 ∈  [0,1], a 
soma de todos os 𝑖-ésimos polinômios de Bernstein de grau 𝑛 é sempre 
igual a 1,

� 𝐵𝑖
𝑛 𝑡

𝑛

𝑖
= 1.

Demonstração: Para o caso em que 𝑛=3, seja 𝑡 ∈  [0,1], então

A demonstração do caso geral é encontrada em (Farin, 2002) ou (Pereira, 
2022). ∎

	Uma transformação afim é uma aplicação 𝑇:𝐷→ℝ2, com
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(3.8)

que satisfaz 𝑇(Σ𝛼𝑗(𝑥𝑗,𝑦𝑗))=Σ𝛼𝑗𝑇(𝑥𝑗,𝑦𝑗) e é definida por

𝑇(𝑥,𝑦) =  𝐴⋅(𝑥,𝑦)+𝑣, (3.9)

onde 𝐴 é uma matriz 2×2 e 𝑣 é um vetor do plano (Farin, 2002). De fato, 
dado (𝑥,𝑦) ∈ 𝐷, e lembrando que Σ 𝛼𝑗=1,

  

Obviamente, a depender da matriz 𝐴 e do vetor 𝑣 em (3.9), 
temos um determinado tipo de transformação afim. Enunciamos alguns 
exemplos.

    1.	 Se 𝐴 for a matriz identidade e 𝑣 um vetor não nulo, então 𝑇 
em (3.9) é uma translação.

    2.	 No caso em que

𝐴 = cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃 ,

e 𝑣 é o vetor nulo, então 𝑇 em (3.9) é uma rotação de 𝜃 graus 
em torno da origem.

    3.	 Sejam 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 ∈ ℝ +
∗  para

𝐴 =
𝑘𝑥 0
0 𝑘𝑦

,

e 𝑣 é o vetor nulo, então 𝑇 em (3.9) é um reescalonamento, 
onde 𝑘𝑥 reescalona ao longo do eixo 𝑥, e 𝑘𝑦 reescalona ao 
longo do eixo 𝑦.
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Propriedade 3.3 (Invariância por transformação afim): As 
curvas de Bézier são invariantes por transformações afim.

Demonstração: Basta observar, por meio da definição de curva 
de Bézier por polinômios de Bernstein, e a Propriedade 3.2, que todo 
ponto no plano que está no traço de uma curva de Bézier pertence ao 
domínio das transformações afim 𝐷 em (3.8).

Sendo assim, por conta desta Propriedade 3.3, um método rápido 
para manipular uma curva de Bézier é aplicarmos uma transformação 
afim em seus pontos de controle, e recalcular o traço da curva (Farin, 
2002). ∎

3.5 Desenhando com curvas de Bézier

Nesta seção, explicamos a metodologia utilizada na construção 
da Figura 3.1, para tanto foi utilizada a calculadora digital GeoGebra, 
disponível no endereço https://geogebra.org/. O GeoGebra é um 
aplicativo online onde é possível fazer cálculos, desenhar gráficos de 
funções, traçar curvas diferenciáveis, dentre várias outras funcionalidades.

Para desenhar com curvas de Bézier cúbicas, com auxílio do 
GeoGebra, primeiro fazemos um desenho à mão livre (veja o desenho à 
esquerda na Figura 3.1), fotografamos de forma digital e salvamos como 
arquivo de imagem no formato PNG. Em seguida, fazemos o upload do 
arquivo de imagem do desenho para o GeoGebra por meio das opções 
no menu do lado esquerdo, seguindo os passos: Tools (Ferramentas), 
Media (Mídia), Image (Imagem), e clicando no botão Browse (Navegar) 
escolhemos a imagem para fazer o upload.

A etapa seguinte é implementar várias curvas de Bézier para 
manipular e adaptar o traçado de suas curvas por cima do desenho. 
Utilizamos ao todo seis curvas de Bézier cúbicas, são elas 𝑎𝑗(𝑡), 1 ≤   𝑗 ≤ 
6, com 𝑡 ∈  [0,1], onde 𝑎1 é gerada pelos pontos de controle 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 
𝑃3, 𝑎2 é gerada por 𝑄0, 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑎3 gerada por 𝑅0, 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑎4 gerada 
por 𝑆0, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑎5 gerada por 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, e 𝑎6 gerada por 𝑈0,𝑈1,𝑈2,𝑈3. 
Para manter as curvas conectadas, escolhemos

𝑄 0 = 𝑃3, 𝑅0 = 𝑄 3 , 𝑆0 = 𝑅3,
𝑇0 = 𝑆3,        𝑈0 = 𝑇3 . (3.10)

https://geogebra.org/
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Incluímos um a um os pontos listados no parágrafo anterior. 
Por exemplo, para adicionar os pontos 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, escolhemos uma 
posição aleatória para cada um, e digitamos P_0=(0,0), P_1=(1,0), 
P_2=(0,1) e P_3=(1,1). O motivo de escolhermos uma posição aleatória, 
é que o GeoGebra permite deslocar os pontos ao clicar neles e arrastá-
los na tela. Para adicionar a curva de Bézier cúbica 𝑎1(𝑡), utilizamos a 
expressão dada em (3.3), ou seja, no GeoGebra, digitamos

a_1=(-t^3+3t^2-3t+1)P_0+(3t^2-6t^2+3t)P_1 
+(-3t^3+3t^2)P_2+(t^3)P_3, 0<=t<=1

Para inclusão da curva 𝑎2(𝑡) no GeoGebra, antes incluímos os 
pontos 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3 em posições aleatórias, e notamos que não é necessário 
a inserção do ponto 𝑄0, pois, como destacado em (3.10), 𝑄0 = 𝑃3. Assim, 
usando (3.3), escrevemos no GeoGebra,

a_2=(-t^3+3t^2-3t+1)P_3+(3t^2-6t^2+3t)Q_1 
+(-3t^3+3t^2)Q_2+(t^3)Q_3, 0<=t<=1|

Na Figura 3.5, temos o resultado das implementações feitas até 
o momento no GeoGebra.

Figura 3.5 – Interface do GeoGebra com a implementação do desenho, dos 
pontos de controle 𝑃0=(0,0), 𝑃1=(1,0), 𝑃2=(0,1), 𝑃3=(1,1) da curva de Bézier 
cúbica 𝑎1, e dos pontos de controle 𝑄0=𝑃3, 𝑄1=(2,0), 𝑄2=(3,0), 𝑄3=(3,2) da 

curva de Bézier cúbica 𝑎2.

Fonte: Autoria própria.
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Feito isso, de modo análogo, basta adicionar os pontos restantes 
e as curvas 𝑎3(𝑡),𝑎4(𝑡),𝑎5(𝑡) e 𝑎6(𝑡), levando em conta as igualdades 
definidas em (3.10). Implementando todos os objetos necessários, só 
resta manipular a imagem e os pontos de controle das curvas para 
que o traçado conectado das curvas se assemelhe ao desenho. Este 
passo é executado por tentativa e erro, fazendo os ajustes necessários 
na movimentação de cada ponto de controle. O resultado está na 
Figura 3.6, onde, à esquerda, exibimos as curvas sobre o desenho, 
com destaque para os pontos de controle. Na mesma figura, à direita, 
observamos as curvas sobre o desenho, exibindo a nomenclatura de 
cada curva 𝑎1 até 𝑎6.

Figura 3.6 – Curvas de Bézier cúbicas 𝑎𝑗:[0,1] → ℝ2 (1 ≤ 𝑗≤  6), implementadas 
no GeoGebra e formando um desenho feito a mão livre. Na imagem à esquerda, 

destacamos os pontos de controle de cada curva. Na imagem à direita, 
destacamos a nomenclatura de cada curva 𝑎1,…,𝑎6.

Fonte: Autoria própria.

Ainda no GeoGebra, para cada curva 𝑎𝑗:[0,1] → ℝ2, (1 ≤ 𝑗 ≤ 6), 
usando o comando Expand, por exemplo, na curva 𝑎1, Expand(a_1), 
temos acesso a sua equação final. A seguir, listamos a equação de cada 
curva 𝑎𝑗 exibida na imagem à direita da Figura 3.6,
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3.6 Design de fontes tipográficas

Das várias aplicações das curvas de Bézier, uma delas é o design 
de tipografia de fontes. Nesta seção, descrevemos a ideia dos algoritmos 
desenvolvidos em (Itoh & Ohno, 1993) e (Schneider, 1990).

A metodologia do que é executado por esses autores para 
auxiliar no design de fontes, usando curvas de Bézier, assemelha-se ao 
que fizemos na seção 3.5, porém feito de forma autônoma, utilizando 
recursos computacionais. Em outras palavras, uma imagem contendo 
o design do caractere de uma fonte, por exemplo da letra “C”, é 
digitalizado e o algoritmo computacional vai transformar esse design 
mais rústico, que pode ter sido feito à mão livre, em um modelo mais 
suave, pelas curvas de Bézier. Para tanto, utiliza uma série de algoritmos 
computacionais, que não iremos entrar em detalhes por ser algo técnico 
e que foge do escopo deste texto.

Em linhas gerais, a prática executada em (Itoh & Ohno, 1993) e 
(Schneider, 1990) é a seguinte: primeiro uma imagem é digitalizada, 
podendo representar um design de fonte ou desenho, depois, usando 
algoritmos específicos, essa imagem é transformada em vários pontos. É 
a partir desses pontos, operando uma série de recursos computacionais, 
isto é, algoritmos, que os mesmos pontos são transformados em curvas 
de Bézier cúbicas conectadas.

A Figura 3.7, apesar de ter sido feito de forma manual, com auxílio 
do GeoGebra, exemplifica os passos do parágrafo anterior. Na Figura 3.7 
(a) temos a imagem original digitalizada, um design da letra “C” feito à 
mão livre; na Figura 3.7 (b) a imagem com vários pontos, que em (Itoh 
& Ohno, 1993) e (Schneider, 1990) são calculados computacionalmente. 
A partir desses pontos da Figura 3.7 (b), os algoritmos desenvolvidos 
em (Itoh & Ohno, 1993) ou (Schneider, 1990), calculam curvas de Bézier 
cúbicas conectadas, para obter as que melhor representam a imagem 
original, alcançando um resultado similar como na Figura 3.7 (c). As 
imagens (d) e (e) na Figura 3.7 são as curvas da imagem (c), sem o 
desenho original sobreposto.
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Figura 3.7 – Processo do algoritmo para criação de fontes. Em (a) design original 
feito à mão livre, em (b) conjunto de pontos contornando a imagem, a partir 

destes pontos são obtidas as curvas em (c), em (d) e (e) são as curvas de (c) 
representando o resultado final. Ressaltamos que estas imagens foram geradas 

manualmente, com auxílio do GeoGebra, apenas com intuito de explicar os 
algoritmos em (Itoh & Ohno, 1993; Schneider, 1990).

Fonte: Autoria própria.

3.7 Conclusão

Neste trabalho, explicamos o que é uma curva parametrizada 
diferenciável no plano, e definimos um tipo particular de curva, 
chamado de curva de Bézier, onde é possível controlar a forma do 
traço da curva por meio de pontos de controle. Apresentamos algumas 
propriedades das curvas de Bézier cúbicas, que também são válidas 
para o caso geral. O objetivo dessa restrição foi para tornar mais fácil a 
compreensão das demonstrações dessas características. Com auxílio do 
aplicativo GeoGebra, mostramos uma aplicação das curvas de Bézier 
na Computação Gráfica, onde a partir de um desenho feito a mão livre, 
implementamos curvas de Bézier cúbicas conectadas, de maneira que 
o traçado das curvas fosse o mais semelhante possível ao traçado do 
desenho (vide Figuras 3.1 e 3.6). Ainda usando o recurso do GeoGebra, 
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explicamos como funcionam algoritmos, que geram curvas de Bézier 
cúbicas, aplicados no processo de design de fontes (Figura 3.7).
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CAPÍTULO 4 
 

RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS COM 
MÉTODO SIMPLEX POR TABELAS

José Laudelino de Menezes Neto

4.1 Introdução

No artigo (de Menezes Neto, 2023) é explicado como funciona 
o Método Simplex por tabelas, ferramenta utilizada para resolução de 
problemas de Programação Linear (PL). Os problemas de PL são questões 
onde o propósito é determinar o valor de máximo ou mínimo de uma 
função objetivo 𝑧, sendo definida por uma combinação linear de 𝑛 
variáveis reais, 𝑥1, 𝑥2,…,𝑥𝑛, onde essas variáveis estão restritas a certas 
condições lineares. Escrevemos um problema de PL da seguinte forma.

Maximizar 
(ou minizar) a 

função objetivo z: 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑥𝑛

Restrito a: 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛   ≤   𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛   ≤   𝑏2

                                                    ⋮
  𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛   ≤  𝑏𝑚

As variáveis 𝑥1, 𝑥2,…, 𝑥𝑛 ∈ ℝ+ e os valores 𝑐𝑖,𝑎𝑖𝑗 e 𝑏𝑗 são reais. 
Além disso, nos restringimos ao caso de 𝑏𝑗 ≥ 0.

Nos trabalhos de (Boldrini, 1980) e (Eduardo Wagner, 2022) é 
explicado o que ocorre geometricamente na resolução de um problema 
de PL. No entanto, neste texto, temos como meta explicar melhor 
algumas lacunas existentes em (de Menezes Neto, 2023), detalhando a 
resolução do problema onde ocorre um loop (seção 3.3 de (de Menezes 
Neto, 2023)), e resolvendo um exemplo proposto. Portanto, para uma 
melhor compreensão deste texto, recomendamos a leitura prévia do 
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artigo (de Menezes Neto, 2023). No entanto, para deixar este texto 
auto explicativo, informamos como é o procedimento de resolução do 
método simplex por tabelas descrito em (Chvatal, 1999) e (de Menezes 
Neto, 2023).

4.2 Método Simplex por tabelas

Descrevemos brevemente o procedimento executado para 
resolver um problema de PL por meio do Método Simplex por tabelas 
(Chvatal, 1999; de Menezes Neto, 2023).

Dado um problema de PL como visto na seção 4.1, adicionamos 
𝑚 variáveis, chamadas de variáveis de folga, 𝑥𝑛+1,…,𝑥𝑛+𝑚 e obtemos o 
problema dado abaixo.

Maximizar (ou minizar) a função objetivo z:
𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑥𝑛

Restrito a: 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+1 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+2 = 𝑏2

                                       ⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+𝑚 = 𝑏𝑚

Transformamos o problema acima no formato de tabela exibido 
na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 – Problema de PL em formato de tabela.

𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛 𝑥𝑛+1 𝑥𝑛+2 ⋯ 𝑥𝑛+𝑚 𝑠
𝐿1 𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛 1 0 ⋯ 0 𝑏1

𝐿2 𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛 0 1 ⋯ 0 𝑏2

⋮
𝐿𝑚 𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 0 0 ⋯ 1 𝑏𝑚

𝑧 𝑐1 𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛 0 0 ⋯ 0 0
Fonte: Autoria própria.

Com o problema dado na Tabela 4.1, em cada iteração execu-
tamos o seguinte procedimento:
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1.	Na linha 𝑧, escolhemos a coluna 𝑥𝑖 de maior valor. Em caso de 
duas ou mais colunas com valores iguais, escolhemos a de menor 
índice 𝑖.

2.	Nas linhas 𝐿𝑗, efetuamos a divisão dos valores da coluna 𝑠 pelo 
respectivo valor da coluna 𝑥𝑖 selecionada. De mogo genérico, 
efetuamos a divisão 𝑏𝑗/𝑎𝑖𝑗, desde que 𝑎𝑖𝑗 > 0, e escolhemos a 
linha 𝐿𝑗 do resultado dessa divisão que seja o de menor valor. 
Se só tiver 𝑎𝑖𝑗 ≤ 0 na coluna 𝑥𝑖, então o problema é ilimitado 
e o Método Simplex por tabela é finalizado (Chvatal, 1999; de 
Menezes Neto, 2023). Em caso de duas ou mais linhas com mesmo 
valor de 𝑏𝑗/𝑎𝑖𝑗, escolhemos a de menor índice 𝑗.

3.	Com a coluna 𝑥𝑖 e linha 𝐿𝑗 selecionadas, zeramos os valores acima 
e abaixo de 𝐿𝑗 na coluna 𝑥𝑖.

Repetimos o procedimento acima até que todos os valores da 
linha 𝑧, nas colunas 𝑥𝑖, sejam menores ou iguais a zero. O valor ótimo 
da função 𝑧 é o valor absoluto da coluna 𝑠.

Uma visão mais detalhada deste método é vista em (de Menezes 
Neto, 2023).

4.3 Problema que entra em loop

O problema que entra em loop na sexta iteração, apresentado na 
seção 3.3 de (de Menezes Neto, 2023), foi originalmente retirado do livro 
de (Chvatal, 1999), e tem o enunciado mostrado a seguir. O problema 
de entrar em loop, significa que durante a resolução, em determinada 
iteração, o problema vai repetir uma iteração anterior.

Maximizar 𝑧:
Restrito a:

Usando os procedimentos de resolução do Método Simplex 
por tabelas descrito na seção anterior, o problema acima, já com as 
variáveis de folga, 𝑥5 e 𝑥6, fica no formato da Tabela 4.2.
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Tabela 4.2 – Problema de PL apresentado acima em formato de tabela, com as 
variáveis de folga adicionadas.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑠
𝐿1 −2 −9 1 9 1 0 0
𝐿2 1/3 1 −1/3 −2 0 1 0
𝑧 2 3 −1 −12 0 0 0

Fonte: Autoria própria.

Iteração 1. Na Tabela 4.2, na linha 𝑧, a escolha é a coluna 𝑥2 por 
ter o maior valor que é 3. O valor na linha 𝐿1 é −9 e o valor na linha 𝐿2 é 
1. Nesse caso, só efetuamos a divisão correspondente apenas a linha 𝐿2,

 =0 (linha 𝐿2).

Não é necessário fazer a divisão na linha 𝐿1, pois o valor −9 é 
menor ou igual a zero. Em outras palavras, ao escolhermos a coluna 
𝑥2, só devemos fazer a divisão dos valores da coluna 𝑠 pelos valores 
da coluna 𝑥2, apenas quando o valor for maior que zero. Portanto, a 
escolha feita é a linha 𝐿2 e zeramos os valores acima e abaixo na coluna 
𝑥2. Fazemos as seguintes operações:

•	 linha 𝐿1 passa a ser 𝐿1 + 9𝐿2; e

•	 linha 𝑧 passa a ser 𝑧−3𝐿2.

Encerra-se a Iteração 1 e a Tabela 4.2 se torna a Tabela 4.3.

Tabela 4.3 – Problema apresentado na Tabela 4.2 após primeira iteração.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑠
𝐿1 1 0 −2 −9 1 9 0
𝐿2 1/3 1 −1/3 −2 0 1 0
𝑧 1 0 0 −6 0 −3 0

Fonte: Autoria própria.

Iteração 2. Na Tabela 4.3, a única escolha possível na linha 𝑧 é a 
coluna 𝑥1. Como os valores da linha 𝐿1 e 𝐿2, na coluna 𝑥1, são positivos, 
respectivamente 1 e 1/3, então

= 0 (linha 𝐿1) e  =0 (linha 𝐿2).
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Ocorre um empate na escolha, pois em ambos os casos, os 
valores foram nulos. Em caso de empate, escolhemos a linha de menor 
índice, no caso 𝐿1 e efetuamos as operações:

•	 linha 𝐿2 passa a ser 𝐿_1− 𝐿2; e

•	 linha 𝑧 passa a ser 𝑧−𝐿1.

Chegamos ao fim da segunda iteração com a Tabela 4.4.

Tabela 4.4 – Problema apresentado na Tabela 4.2 após segunda iteração.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑠
𝐿1 1 0 −2 −9 1 9 0
𝐿2 0 1 1/3 1 −1/3 −2 0
𝑧 0 0 2 3 −1 −12 0

Fonte: Autoria própria.

Iteração 3. Na Tabela 4.4, devemos escolher a coluna 𝑥4 por ter 
o maior valor na linha 𝑧. Na coluna 𝑥4, o único valor positivo ocorre na 
linha 𝐿2, na linha 𝐿1 temos um valor negativo. Portanto, a escolha é a 
linha 𝐿2. Para zerar os valores na coluna 𝑥4, nas linhas 𝐿1 e 𝑧, fazemos 
as operações:

•	 linha 𝐿1 passa a ser 𝐿1 + 9𝐿2; e

•	 linha 𝑧 passa a ser 𝑧 −3𝐿2.

Encerramos a terceira iteração com a Tabela 4.5.

Tabela 4.5 – Problema apresentado na Tabela 4.2 após terceira iteração.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑠
𝐿1 1 9 1 0 −2 −9 0
𝐿2 0 1 1/3 1 −1/3 −2 0
𝑧 0 −3 1 0 0 −6 0

Fonte: Autoria própria.

Iteração 4. Na Tabela 4.5, somos obrigados a selecionar a coluna 
𝑥3 na linha 𝑧 e, na etapa seguinte, ocorre empate nas linhas 𝐿1 e 𝐿2, 
portanto a escolha é a linha de menor índice, 𝐿1. Zeramos os valores 
acima e abaixo da linha 𝐿1, na coluna 𝑥3, fazendo as operações:

•	 linha 𝐿2 passa a ser 𝐿2 −  𝐿1; e

•	 linha 𝑧 passa a ser 𝑧 −  𝐿1.
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Feito isso, obtemos a Tabela 4.6, encerrando a Iteração 4.

Tabela 4.6 – Problema apresentado na Tabela 4.2 após quarta iteração.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑠
𝐿1 1 9 1 0 −2 −9 0

𝐿2 −1/3 −2 0 1 1/3 1 0

𝑧 −1 −12 0 0 2 3 0
Fonte: Autoria própria.

Iteração 5. Na Tabela 4.6, a escolha é a coluna 𝑥6 na linha 𝑧, e, 
em seguida, a linha , e fazemos:

•	 𝐿1 passa a ser 𝐿1 + 9𝐿2; e

•	 linha 𝑧 passa a ser 𝑧 −3𝐿2.

Obtemos a Tabela 4.7.

Tabela 4.7 – Problema apresentado na Tabela 4.2 após quinta iteração.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑠
𝐿1 −2 −9 1 9 1 0 0

𝐿2 −1/3 −2 0 1 1/3 1 0

𝑧 0 −6 0 −3 1 0 0
Fonte: Autoria própria.

Iteração 6. Na Tabela 4.7, a escolha na linha 𝑧 é a coluna 𝑥5 e, 
no passo seguinte, por conta do empate, escolhemos a linha de menor 
índice 𝐿1. Ao fazermos as operações:

•	 linha 𝐿2 passa a ser 𝐿2 −  𝐿1; e

•	 linha 𝑧 passa a ser 𝑧 −  𝐿1

A tabela resultante é a Tabela 4.2, ou seja, o problema entrou 
em um loop, porque retornou para o início. Se fizermos todo o 
procedimento, ficamos percorrendo da Iteração 1 até Iteração 5, e 
retornando para Iteração 1.

4.4 Resolução de exemplo proposto de PL

Nesta seção, o objetivo é resolver, utilizando o Método Simplex 
por tabelas, o problema de PL a seguir.
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Maximizar 𝑧:
Restrito a:

Este problema de PL é encontrado no livro (Chvatal, 1999). Por 
ter quatro linhas de restrição, adicionamos quatro variáveis de folga, 
𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 e 𝑥7.

Maximizar 𝑧:
Restrito a:

Após a adição das variáveis de folga, transformamos o problema 
em seu formato de tabela, apresentado na Tabela 4.8. Em seguida, 
iniciamos as iterações para resolução.

Tabela 4.8 – Problema apresentado acima no formato de tabela.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑠
𝐿1 1 3 1 1 0 0 0 3
𝐿2 −1 0 3 0 1 0 0 2
𝐿3 2 −1 2 0 0 1 0 4
𝐿4 2 3 −1 0 0 0 1 2
𝑧 5 5 3 0 0 0 0 0

Fonte: Autoria própria.

Iteração 1. Existem duas opções de escolha na linha 𝑧, por terem 
os maiores valores, coluna 𝑥1, com valor 5, ou 𝑥2, também com valor 
5, entretanto neste caso de empate, escolhemos o menor índice, 𝑥1. 
Próximo passo, efetuamos a divisão dos valores de cada linha da coluna 
𝑥1 pelo seu respectivo na coluna 𝑠.

•	 Linha 𝐿1: 
3
1

 = 3.

•	 Linha 𝐿2: ignora, pois o valor na coluna 𝑥1 é negativo, −1, então 
não precisa fazer a divisão.
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•	 Linha 𝐿3: 4
2

 = 2.

•	 Linha 𝐿4: 2
2

 = 1.

O menor resultado destas divisões ocorre na linha 𝐿4, portanto 
é a linha selecionada, e efetuamos as operações:

•	 𝐿1 passa a ser 𝐿1 − 12  𝐿4;

•	 𝐿2 passa a ser 𝐿2 + 12  𝐿4;

•	 𝐿3 passa a ser 𝐿3 − 𝐿4; e

•	 𝑧 passa a ser 𝑧 − 5
2 𝐿4.

Encerra-se a Iteração 1 com o resultado dado pela Tabela 4.9.

Tabela 4.9 – Problema apresentado na Tabela 4.8 após Iteração 1.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑠
𝐿1 0 3/2 3/2 1 0 0 0 2
𝐿2 0 3/2 5/2 0 1 0 0 3
𝐿3 0 −4 3 0 0 1 0 2
𝐿4 2 3 −1 0 0 0 1 2
𝑧 0 −5/2 11/2 0 0 0 −5/2 −5

Fonte: Autoria própria.

Iteração 2. Na linha 𝑧, a única opção de escolha é a coluna 𝑥3, 
por ser a única com valor positivo. Efetuamos a divisão dos valores de 
cada linha da coluna 𝑥3 pelo seu respectivo valor na coluna 𝑠.

•	 Linha 𝐿1: 2
3 2⁄ =

4
3  ≈ 1,33, onde o símbolo “≈” denota valor 

aproximado;

•	 Linha 𝐿2: 3
5 2⁄ =

6
5 = 6

5  = 1.2;

•	 Linha 𝐿3: 2
3

 ≈0,66; e

•	 Linha 𝐿4: ignora, pois o valor na coluna 𝑥3 é negativo, −1, então 
não precisa fazer a divisão.

O menor resultado dessas divisões ocorre na linha 𝐿3, portanto 
é a linha selecionada, e efetuamos as operações:
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•	 𝐿1 passa a ser 𝐿1 − 
1
2

 𝐿3;

•	 𝐿2 passa a ser 𝐿2 − 
5
6 𝐿3;

•	 𝐿4 passa a ser 𝐿4 + 13 𝐿3; e

•	 𝑧 passa a ser 𝑧 − 11
6

 𝐿3.

Termina a Iteração 2 com o resultado da Tabela 4.10.

Tabela 4.10 – Problema apresentado na Tabela 4.8 após Iteração 2.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑠
𝐿1 0 7/2 0 1 0 −1/2 0 3
𝐿2 0 29/6 0 0 1 −5/6 4/3 4/3
𝐿3 0 −4 3 0 0 1 −1 2
𝐿4 2 5/3 0 0 0 1/3 2/3 8/3
𝑧 0 29/6 0 0 0 −11/6 −2/3 −26/3

Fonte: Autoria própria.

Iteração 3. Na linha 𝑧, só temos a escolha da coluna 𝑥2, por ser 
a única com valor positivo. Efetuamos a divisão dos valores de cada 
linha da coluna 𝑥2 pelo seu respectivo valor na coluna 𝑠.

•	 Linha 𝐿1: 
1

7 2⁄ =
2
7  ≈ 0,28;

•	 Linha 𝐿2: 4 3⁄
29 6⁄ =

8
29

 ≈ 0.27;

•	 Linha 𝐿3: ignora, pois o valor na coluna 𝑥2 é negativo, −4, então 
não precisa fazer a divisão; e

•	 Linha 𝐿4: 8 3⁄
5 3⁄  = 8

5
 = 1,6.

O menor resultado dessas divisões ocorre na linha 𝐿2, portanto 
é a linha selecionada, e efetuamos as operações:

•	 𝐿1 passa a ser 𝐿1 − 
21
29 𝐿2;

•	 𝐿3 passa a ser 𝐿3 + 24
29 𝐿2;

•	 𝐿4 passa a ser 𝐿4 + 10
29 𝐿2; e

•	 𝑧 passa a ser 𝑧 − 𝐿2.

Termina a Iteração 3 com o resultado da Tabela 4.11.
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Tabela 4.11 – Problema apresentado na Tabela 4.8 após Iteração 3.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑠
𝐿1 0 0 0 1 −21/29 3/29 −28/29 1/29
𝐿2 0 29/6 0 0 1 −5/6 4/3 4/3
𝐿3 0 0 3 0 24/29 9/29 3/29 90/29
𝐿4 2 0 0 0 −10/29 18/29 6/29 64/29
𝑧 0 0 0 0 −1 −1 −2 −10

Fonte: Autoria própria.

Iteração 4. Na linha 𝑧 só existem valores negativos, significando 
que chegamos no resultado ótimo. Com exceção da coluna 𝑠, zeramos 
as demais colunas, considerando que o valor na linha 𝑧 é negativo, 
obtendo a Tabela 4.12.

Tabela 4.12 – Problema apresentado na Tabela 4.8 na Iteração 4.

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑠
𝐿1 0 0 0 1 0 0 0 1/29
𝐿2 0 29/6 0 0 0 0 0 4/3
𝐿3 0 0 3 0 0 0 0 90/29
𝐿4 2 0 0 0 0 0 0 64/29
𝑧 0 0 0 0 0 0 0 −10

Fonte: Autoria própria.

A Tabela 4.12 se traduz nas seguintes equações.

•	 Linha 𝐿1: 𝑥4 = .

•	 Linha 𝐿2:  𝑥2 =  ⇒ 𝑥2 = .

•	 Linha 𝐿3 3𝑥3 =  ⇒ 𝑥3 = .

•	 Linha 𝐿4: 2𝑥1 =  ⇒ 𝑥1 = .

•	 Linha 𝑧: 𝑧 =  |−10| =  10.

Portanto, o problema apresentado no início desta seção 4.4 tem 
valor máximo 𝑧 =  10 quando 𝑥1 = , 𝑥2 =  e 𝑥3 = .
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4.5 Conclusão

Ao término deste texto, esperamos que o leitor compreenda 
os passos na resolução de um problema de PL, por meio do Método 
Simplex por tabelas.
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