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APRESENTACAO

Neste livro, trazemos temas de Matematica Pura e Matematica
Aplicada, estudados no ambito do campus IV da Universidade Federal da
Paraiba por meio de projetos de pesquisa, ou trabalho final de conclusao
de curso de estudantes da graduacao. Em particular, os capitulos aqui
encontrados tém uma unicidade de tratarem fortemente de contextos
de Matematica Aplicada, porém com o rigor de demonstragdes em
Matematica Pura.

No capitulo 1, os autores apresentam uma técnica para calcular
as trés raizes de qualquer funcao polinomial de grau trés. Utilizam
conceitos de Célculo Diferencial e Integral, o método numérico de
Newton-Raphson para o calculo de raizes de fungdes, divisao polinomial,
e a tradicional férmula de Bhaskara. De modo a agilizar os célculos,
ensinam como implementar computacionalmente o método de
Newton-Raphson em um software de planilha eletronica e exibem a
solucao de exemplos, além de como utilizar a metodologia para obter
o valor de raizes cubicas de numeros.

No segundo capitulo, partindo de um carater ludico, buscando
figuras da internet associadas com a razao durea, ou numero de ouro,
0s autores apresentam as teorias matematicas relacionadas a sequéncia
de Fibonacci. Por meio de um estudo bibliografico, definem a férmula
da sequéncia de Fibonacci enquanto recorréncia linear de ordem dois
para entao observa-la como sequéncia real, mostram de forma numérica
como obter o niumero de ouro por meio da sequéncia de Fibonacci e
concluem que a sequéncia de Fibonacci pode ser utilizada como ponto
de partida na introdugao de diversos temas matematicos.

O capitulo 3 tem um teor voltado a Computagao Grafica, pois sao
apresentadas as curvas de Bézier no plano por dois caminhos diferentes,
polindmios de Bernstein e algoritmo de De Casteljau. Em seguida, os
autores focam o estudo em curvas de Bézier cubicas, pelo fato de serem
curvas suaves e simples de lidar. Mostram também algumas propriedades
e formas de manipulacdo por meio de transformacgdes afins. Usando a
calculadora digital GeoGebra, implementam e explicam um método
de como trabalhar com curvas de Bézier cubicas, conectando-as de
maneira a formar desenhos feitos a mao livre, e algoritmos utilizados
no design de tipografia de caracteres de fontes.
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O quarto capitulo é dedicado ao Método Simplex, procedimento
utilizado na resolucao de problemas de Programacao Linear. Os
problemas de Programacao Linear tém relacao com questdes gerenciais,
auxiliando na tomada de decisdes. Porém, o texto do autor trata da
resolucao de dois problemas abstratos com a utilizacao do Método
Simplex por tabelas, exibindo uma questao que entra em loop, uma
falha no método, e esmiucando o passo a passo da metodologia de
um exemplo proposto, exibindo quando o método é finalizado e a
solucao 6tima é alcancada.

José Laudelino de Menezes Neto
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CAPITULO 1

CALCULANDO AS RAIZES DE UM
POLINOMIO DE GRAU TRES POR MEIO DO
METODO DE NEWTON-RAPHSON

Romildo Rodrigues da Silva Regis Junior
José Laudelino de Menezes Neto

1.1 Introducao

Todas as funcdes f(x) consideradas neste texto sao funcoes
f: R — R. Dizemos que x, € R é uma raiz de f(x) quando f(x,) = 0.
Toda fungao polinomial de graun > 0 do tipo

f=ax"+a x"'+--+ax*+ax+a,a €R,a #0,
n n—1 2 1 0 i n
possui n raizes reais, ou imaginarias.

A férmula para se obter a Unica raiz real x, de uma funcao do
primeiro grau, definida por f(x) = ax + b, com a # 0, é bem conhecida

e é dada por
b
Xg = a.

Tal como ela, existe também a férmula para o célculo das duas
raizes x1 e x2 da equacgao de grau dois, f(x) = ax* + bx + ¢, com
a # 0, conhecida no Brasil como férmula de Bhaskara,

_—b—+A _—b+vA

— 12 _
a a A=Db 4ac.

X1 X2

A fama de ambas as formulas é conhecida desde estudantes do
ensino fundamental a estudantes do ensino superior. Por outro lado, a
técnica para determinar as raizes de uma funcao polinomial de grau trés,

f(x) =ax®+ bx*+ cx + d, com a # 0, é pouco difundida. Uma férmula

Capa | Sumério | 10
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para se determinar as raizes de um polinémio de grau trés é encontrada
no artigo (Lima, 1987, p. 16). Porém, formas de resolucao de equacoes
polinomiais de grau trés é um tépico debatido entre matematicos e
estudiosos desde ha muito tempo. Inclusive, foi motivo de um duelo
matematico entre Niccolo Tartaglia e Ludovico Ferrari, no século XVI
(Viana, 2022).

Neste trabalho, temos por objetivo apresentar um método para
determinar todas as trés raizes de uma funcdo polinomial de grau trés.
Diferente do apresentado em (Lima, 1987), aqui usamos o conhecido
método de Newton-Raphson para o cdlculo de raizes de funcdes
(Andrade, 2016, p. 21), (Lima, 2006, p. 110). Também explicamos como
implementar o método de Newton-Raphson de modo computacional,
por meio do programa Planilhas do Google, e com o uso desta aplicacao
computacional, mostramos como calcular a raiz cibica de um nimero
real positivo. Vale ressaltar que o método proposto em um polinébmio
de grau trés, em alguns casos é utilizado para calcular as trés raizes de
forma exata, e em outros casos é usado para obter as raizes de forma
aproximada.

1.2 Metodologia

Para aplicacao do método proposto, para determinar as raizes
de uma funcao polinomial de grau trés, primeiro provamos, com uso
de teorias do Célculo Diferencial e Integral, que toda funcao polinomial
de grau trés possui sempre uma raiz real. Usando essa informacao,
garantimos que o método numérico de calculo de raizes de funcbes de
Newton-Raphson converge, ao menos, para uma raiz real do polinémio
de grau trés. O termo convergir remete ao fato de que o método de
Newton-Raphson encontra essa raiz real. Portanto, por meio de uma
simples divisao polinomial, reduzimos a funcao polinomial de grau
trés para uma funcdo polinomial de grau dois, e usando a férmula de
Bhaskara, deduzimos as duas raizes faltantes.

1.3 Toda funcao polinomial de grau trés tem raiz real

A partir de agora, sempre vamos considerar p(x) = ax® + bx*
+ c¢x + d, com a # 0. Para mostrar que todo polindmio de grau trés
possui a0 menos uma raiz real, primeiro lembramos o fato de que toda
funcao polinomial é continua (Guidorizzi, 2001, p. 78). Seja a > 0, entdo
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) b c d
lim p(x) = ax3 <1 +—+—2+—3> = —oo,
X——00 ax ax ax

_ b c d
lim p(x) = ax3 (1 +—+—2+—) = Jo0.
x—+00 ax?  ax3

Logo, pelo fato de lim p(x) = —oo, existe valor x, € R tal que
p(x,) <0, e pelofato de lim p(x) = +oo, existe valor x, € R tal que p(x,)
< 0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario (Guidorizzi, 2001, p.
122), que garante que se p(x) for continua em um intervalo [x , x,] e se
y € um valor real tal que p(x,) <y < p(x,), entdo existe um x em [x,,
x,], tal que p(x0) =y, e sendo p(x,) < 0 e p(x,) > 0, entdo escolhemos
y = 0. Isto garante que a funcao polinomial de grau trés p(x), no caso
em que a > 0, possui uma raiz real x,.

De modo analogo, quando a < 0, temos lim p(x) = +o e lim
p(x) = —o, entao existem valores reais x, e x, tais que p(x,) >0 e
p(x,) <0.Logo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe xo em [x,
x,] tal que p(x2) < p(x0) < p(x1), com p(x0) = 0. Portanto, a fungao
polinomial de grau trés p(x), no caso em que a < 0, possui uma raiz
real xo.

Em (Lima, 1987, p. 21) é comprovado que todo polindbmio de grau
trés pode ter trés raizes reais distintas, ou trés raizes reais sendo duas
iguais, ou uma raiz real e duas complexas conjugadas. Em qualquer
um dos trés casos citados, todo polindmio de grau trés tem ao menos
uma raiz real.

1.4 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson, que tem esse nome devido
a Isaac Newton (1643-1727) e Joseph Raphson (1648-1715), € um
procedimento numérico utilizado para o calculo de raizes de fungoes
derivaveis. A ideia basica desse método é o de que, dada uma funcao
f(x) derivavel, com derivada definida por f'(x), e dado um valor inicial
Xo € IR, a partir de x, é possivel tracar retas tangentes ao grafico da
funcao f(x), de modo que as raizes dessas retas tangentes, denotadas
por x,, X, ..., X, s€ aproximem cada vez mais de uma raiz da funcao
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f(x). A repeticao desse procedimento é feita até obtermos um valor da
raiz de f(x) com uma precisao desejada, ou a raiz exata.

Sendo mais especifico, dada a funcado derivavel f(x), iniciamos
com um valor inicial x, e calculamos a reta ry(x), tangente ao grafico
de f(x) no ponto (xo,f(x0)). Sabendo que f’(xo) é o coeficiente angular
da reta ro(x), sua equacao é dada por ro(x)=f"(x0) (x—x0)+f (x0).
O proéximo valor x; € a raiz da reta 7o(x), logo ro(x1)=0 e 0=f"(x)
(x1—x0)+f(x0), 0 que nos leva a deduzir que, se f'(x0)#0, entdo x1=xo—
;((’j;f) . Com este valor de x4, se f(x1)=0, entao encontramos uma raiz de
f(x), caso f(x1)#0, calculamos a reta tangente r1(x) tangente ao grafico
de f(x) no ponto (x1,f(x1)), e, desde que f'(x1)#0, determinamos o
ponto X2=X1—;,();11). Na Figura 1.1 é exibida a ilustracao do método,
mostrando o gréafico da funcao na cor preta, as retas tangentes ao
grafico da funcgdo na cor vermelha, e os valores xo,x1 e x. Repetindo
esse procedimento inimeras vezes, o quanto for necessario, obtemos

uma sequéncia de valores definida por

f(xn)

xn+1 zxn_f,(x )1
n

Se em alguma etapa f'(x»)=0, entdo reiniciamos o método com
outro valor de x,.

n=20,1,.2,..

Figura 1.1 - llustracao do método de Newton-Raphson com os valores das
iteragcdes xo,x1 € x2.

Raiz
da Equacéo

Xo

Fonte: Autoria prépria.
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O bom funcionamento do método de Newton-Raphson esta
intrinsicamente ligado a escolha do valor inicial xo, pois dependendo
de sua escolha, o método pode nao funcionar a contento. Entretanto,
nao temos como saber antecipadamente se a escolha do x, é boa
ou ruim, tudo depende de aplicar o método e observar os valores
gerados. Para a fungao p(x)=—x3+x, se for escolhido o valor xoz%g o}
método de Newton-Raphson entra em um loop infinito (Lima, 2006, p.
112), com xlz—‘/;, xzzg, X3:—\/?§, e esses valores ficam se alternando
indefinidamente. J4 no caso da funcao f:R,*—R definida por f(x)z“;—f,
é claro que 1 é raiz da funcao, porém se for escolhido o valor x,=1,84
e aplicado o método de Newton-Raphson, as iteracdes tendem a se
afastar cada vez mais dessa raiz, e 0 método continua com as iteracoes
sem parar (Andrade, 2016, p. 22).

Para o caso especifico de uma funcdo polinomial de grau trés,
p(x), geramos a férmula das iteracdes, de maneira que uma pessoa
que nao conheca o assunto de derivadas possa utiliza-la. A derivada de
p(xX)=ax3*+bx*+cx+d é dada por p'(x)=3ax*+2bx+c, logo, a férmula
do método de Newton-Raphson tem a seguinte expressao

X — oy _ p(xn)
n+1 n p,(xn)

ax3 + bx2 + cx, +d
3ax3 + 2bx, + ¢

= Xnt+1 = Xp —

Portanto, para calcular numericamente uma raiz da fungao
polinomial de grau trés, basta aplicar a férmula acima, fornecendo
um valor inicial x, e calculando as iteragées. Como provamos que toda
funcdo polinomial de grau trés sempre possui uma raiz real, entdo o
método de Newton-Raphson, com uma boa escolha de , sempre vai
encontrar, a0 menos, essa raiz real.

No método de Newton-Raphson, além do critério de parada
ser o de encontrar uma raiz exata para a funcao, podemos determinar
um numero maximo de iteragdes, ou usar a férmula de erro absoluto,
que consiste em calcular e=|x,—x,-1| e escolher um determinado valor
para esse erro absoluto ser menor. Neste texto, vamos adotar um dos
dois critérios de parada a seguir, que o erro absoluto € seja menor do
que 0,00001, ou se encontrarmos uma raiz exata da funcdo. A escolha
que fazemos dos x, nos exemplos aqui elencados foram feitas ao acaso.

Capa | Sumdrio | 14
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Aplicamos a formula do método de Newton-Raphson para o
caso de polindmios de grau trés, na funcao p:(x)=—x3+6x*—11x+6
com xo. Nesse caso, a=—1,b=6,c=—11 e d=6. Na primeira iteracao,

—0 ~0°+6-02-11-0+6 6 0545455
=T T3 02 r2 6.0-11 11 ’

onde o simbolo “~” denota valor aproximado. Com o valor
de x1, calculamos o primeiro erro absoluto e=|x1—x|~0,545455 e
observamos que p1(x1)#0. Logo, nao atingimos critério de parada
algum, e calculamos a segunda iteragao

o _~(f) +6(f) ~11(f)+6_son
2

@ e @)-n T

X, ~ 0,848953.

Com o valor de x, calculamos o segundo erro absoluto e=|x,—
x1|~0,303498 e observamos que p1(x2)#0, ou seja, ainda ndo atingimos
algum critério de parada.

Continuando com as iteragOes, construimos a Tabela 1.1, onde a
primeira coluna n representa o nimero da iteracdo, a segunda coluna o
valor de x,, a terceira coluna é o valor de x, aplicado em p1(x), a quarta
coluna é o valor de x, aplicado em p,'(x), e a quinta coluna o célculo
do erro absoluto €.

Tabela 1.1 - Método de Newton-Raphson aplicado em p1(x)=—x*4+6x*—~11x+6

n Xn p1(xn) p1'(xn) €

0 0,000000 6,000000 -11,000000 -

1 0,545455 1,6228340 -5,347107 0,545455
2 0,848953 0,373985 —2,974726 0,303498
3 0,974674 0,052592 —2,153880 0,125720
4 0,999092 0,001819 —2,005453 0,024417
5 0,999999 0,000002 —-2,000007 0,000907
6 1,000000 0,000000 —2,000000 0,000001

Fonte: Elaboragdo prépria.
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Na sexta iteracao, x¢=1 com p1(x6)=0, além disso e=|xs—
x5/<0,00001, chegamos em dois critérios de parada.

1.5 Planilhas e o método de Newton-Raphson com
polindmios de grau trés

Para facilitar as contas, implementamos o método de Newton-
Raphson em uma planilha eletronica, podendo utilizar a Planilha do
Google, uma planilha do Excel, uma planilha do LibreOffice Calc, ou
qualquer outra equivalente. Neste trabalho, optamos por utilizar a
Planilha do Google, disponivel de forma online no endereco https://
docs.google.com/spreadsheets, e para ter acesso € necessario estar
logado em uma conta do Google.

Na planilha, nas células A1, B1, C1 e D1, digitamos respectiva-
mente os valores dos coeficientes a,b,c e d do polindbmio de grau
trés p(x)=ax3+bx*+cx+d. Na célula A2, escrevemos o indice de
valor zero, para representar a iteracao n=0. Na célula B2, digitamos o
comando o valor desejado de x,. Na célula C2, escrevemos o comando
“=AS$1*(B2A3)+BS$1*(B2A2)+CS$1*B2+D1”, que representa o calculo de
p'(x) para o valor x igual ao valor escrito na célula B2. Na célula D2,
escrevemos o comando “=3*AS1*(B2A2)+2*B$1*B2+C$1”, que representa
o célculo de p'(x) para o valor x igual ao valor escrito na célula B2. Para
0 caso em que p(x)=pi(x)=—x3+6x*—11x+6, o resultado do que foi
feito até o momento na planilha é exibido na Figura 1.2.

Figura 1.2 - Inicio da implementagao do método de Newton-Raphson em uma
planilha Google.

Fonte: Autoria prépria.

Na mesma planilha, na célula A3, escrevemos o comando “=A2+1".
Na célula B3, digitamos o comando “=B2-(C2/D2)", que é o célculo do valor
X1=Xo— 5((2)) Nas células C3 e D3, escrevemos comandos semelhantes aos
que foram digitados nas células C2 e D2, respectivamente, ou seja, em
C3 adicionamos o comando “=AS$1*(B3A3)+B$1*(B3A2)+C$1*B3+D1” e em

D3 “=3*AS$1*(B3/2)+2*BS$1*B3+CS$1”. Na célula E3, escrevemos o comando
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para calcular o primeiro erro absoluto e=|x1—x,|, “=ABS(B3-B2)". Feito
isso, a planilha fica conforme exibido na Figura 1.3.

Figura 1.3 - Implementacéo das células A3, B3, C3, D3 e E3.

Fonte: Autoria prépria.

Para etapa seguinte, basta selecionar a terceira linha da planilha,
ou seja, selecionar as células A3 a E3, e, com o cursor do mouse, arrastar
a bolinha azul para baixo, isso gera o calculo automatico das iteracoes
seguintes do método de Newton-Raphson. Esse célculo pode ser feito
guantas vezes forem necessarias. Se tudo for feito corretamente, o
resultado é o exibido na Figura 1.4, onde temos os valores da iteragcao
n=0 até a iteracdo n=8. A Tabela 1.1 foi gerada com o auxilio dessa
planilha, considerando até seis casas decimais.

Figura 1.4 - Método de Newton-Raphson implementado em uma planilha
Google.

Fonte: Autoria prépria.

1.6 Calculando as outras duas raizes

Utilizando o método de Newton-Raphson descobrimos que
é raiz de p1(x) =—x3+6x*—11x+6, ou seja, p:1(1)=0. Para calcular as
outras duas raizes de p1(x), usamos os conceitos de divisao polinomial.
Mais detalhes sobre divisao polionomial podem ser vistos no capitulo
6 do livro (Domingues e lezzi, 2005).
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Em geral, sendo P(x) um polindmio de grau n>0, entao podemos
dividir P(x) por x—a, ou seja, existem polindbmios q(x) e r(x) tais que
P(x)=q(x):(x—a)+r(x). Em particular, se P(a)=0, entao r(x)=0.

Dividindo p1(x) =—x3+6x?—11x+6 por x—1, obtemos q(x)=—
x2+5x+6 e r(x)=0. Os passos desta divisdo sao encontrados na
Figura 1.5. Logo, p1(x)=(—x*+5x+6)-(x—1), e as outras duas raizes de
p1(x) estdo no polindbmio de grau dois q(x)=—x?+5x+6. Aplicando a
férmula de Bhaskara em q(x), chegamos aos valores 2 e 3. Portanto,
p1(x) =—x34+6x°—11x+6 possui trés raizes reais, sao elas 1, 2 e 3. Aqui
determinamos as trés raizes exatas de p1(x).

Figura 1.5 - Divisao polinomial de p1(x) =—x3+6x*—11x+6 por x—1.

Fonte: Autoria prépria.

1.7 Fixando o método

De acordo com tudo que foi provado e exemplificado anterior-
mente, o método apresentado é eficiente para o calculo numérico das
trés raizes de uma funcéo polinomial de grau trés. Para fixar melhor
os passos do método, vamos calcular as trés raizes do polindbmio
p2(x)=x3—2x?—3x+5. Neste caso, a=1,b=—2,c=—3 e d=5e .
Escolhendo xy,=2, usando a planilha do Google previamente construida
e escrevendo, respectivamente, esses novos valores de a,b,c,d e xo nas
células A1, B1, C1, D1 e B2, o resultado obtido é exibido na Figura 1.6.
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Figura 1.6 - Célculo da raiz de p2(x)=x3—2x2—3x+5 pelo método de Newton-
Raphson iniciando com xo=2.

Fonte: Autoria prépria.

Na sexta iteracao, chegamos a dois critérios de parada, e na
célula B2 temos x6=2,377202854, com p2(x6s)=0 (veja célula C8 na
Figura 1.6), além disso e=|xs—x5|=0,000002073787909<0,00001
(veja célula E8 na Figura 1.6).

Para calcular as duas raizes restantes, fazemos a divisao poli-
nomial de p2(x) por x—xs. O procedimento dessa divisao esta detalhado
na Figura 1.7.

Figura 1.7 - Divisao polinomial de p2(x)=x3—2x?—3x+5 por x—xs, onde
x6=2,377202854.

Fonte: Autoria prépria.

Dividindo p2(x) por x—xe, determinamos q(x)=x*+0,3772028
54x—2,10331122989 e r(x)=0,000000002. Pelo fato de xs ser uma
raiz calculada numericamente, o resto da divisao ndo deu exatamente
zero, porém um valor muito préximo de zero, r(x)=0,000000002=0.
Considerando r(x)=0, p2(x)=q(x)"(x—xs), € as outras duas raizes de
p2(x) estdo em q(x)=x%*4+0,377202854x—2,10331122989, entao
pela férmula de Bhaskara, calculamos as outras duas raizes 1,27389
e —1,65109, aplicando esses valores em p.(x), p2(1,27389)=0,0000
017909648688529956~0 e p»(—1,65109)=0,0000401664~0. Aqui
determinamos trés raizes aproximadas de p2(x).
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1.8 Resolvendo problema proposto por Euler

Em (Lima, 1987, p. 17) sao apresentados alguns exemplos
propostos por Leonard Euler (1707-1783), em seu livro escrito em 1770,
um deles é a obtencao das raizes de p3(x)=x3+3x+2. Ainda por (Lima,
1987, p. 18), as trés raizes de ps;(x) sao rzmi—ﬂ e as raizes
complexas do polindbmio de grau dois sao x*+rx+r2+3. Calculamos
que o valor aproximado de r é —0,59607, e as raizes complexas
conjugadas de x*+rx+12+3 sao, aproximadamente, 0,298035—-1,80734
i e0,298035+1,80734 i, onde i é a unidade imagindria, satisfazendo
i’=—1.

Pelo método apresentado aqui neste texto, usando a planilha
do Google em p3(x), onde a=1,b=0,c=3,d=2 e iniciando com x,=0,
o resultado é o obtido na Figura 1.8.

Figura 1.8 - Célculo da raiz de p3(x)=x343x+2 pelo método de Newton-
Raphson iniciando com xo=0.

Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 1.8, o valor da raiz de ps(x) é encontrado na quarta
iteracao, xa=—0,596071638, e coincide com o valor aproximado da
raizr~—0,59607.

Fazendo a divisao polinomial de p3(x) por x—x. por, obtemos
os polinémios g(x)=x* — 0,596072 x + 3,3553 e r(x)=—0,000000001
tais que p3(x)=(x—x4)"q(x)+r(x). Detalhes dessa divisao polinomial
sao encontrados na Figura 1.9. Sendo r(x) muito proximo de zero,
consideramos ps(x)=(x—x4)-q(x), logo as duas raizes restantes de
p3(x) sdo as raizes de gq(x)=x* — 0,596072 x + 3,3553, sendo elas
0,298036—1,30734 i e 0,298036+1,80734 i. Obtivemos as mesmas
raizes de p3(x)=x34+3x+2 descritas em (Lima, 1987).
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Figura 1.9 - Divisao polinomial de ps(x)=x3+3x+2 por x—xs, com
x4=—0,596071638.

Fonte: Autoria prépria.

1.9 Discussao do método apresentado

Conforme visto nos trés exemplos comentados, o método
se mostrou eficaz, pelo fato de todo polinédmio de grau trés
p(x)=ax3+bx*+cx+d sempre ter, pelo menos, uma raiz real. O método
numérico de Newton-Raphson sempre vai parar em determinada
iteracdo n, encontrando esta raiz real, denominada de x,, desde que o
valor inicial xo€R seja uma boa escolha. Caso nao seja, muda-se o valor
de x, e reinicia-se o método de Newton-Raphson até encontrar a raiz x.

Sendo o método de Newton-Raphson um procedimento
numeérico, de aproximagao, em alguns casos encontramos a raiz real x,,
de forma exata, ou seja, p(x,) é exatamente igual a zero, em outros casos
encontramos uma raiz aproximada, com p(x,) sendo aproximadamente
igual a zero.

Quando x, é raiz exata, entao dividindo p(x) por x—x,, determina-
se polindbmios q(x) e r(x) tais que r(x)=0 e p(x)=(x—xn)-q(x)+r(x)=(x—
Xn)*q(x), sendo q(x) um polindbmio de grau dois. Entao, para encontrar as
outras duas raizes restantes de p(x), de forma exata, usamos a férmula
de Bhaskara em q(x).

No caso em que x, é raiz aproximada, entao na divisao de p(x)
por x—x,, 0 polindmio r(x) nao é zero, mas sim um valor muito préximo
de zero, por isso consideramos r(x)~0, e obtemos, como no caso da raiz
exata, discutido no paragrafo anterior, p(x)=(x—x,)'q(x), sendo q(x) um
polindmio de grau dois. Logo, usamos a férmula de Bhaskara em g (x)
para encontrar, de modo aproximado, as duas raizes restantes de p(x).
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Os exemplos exibidos anteriormente, polindmios de grau
trés p1(x), p2(x) e p3(x), possuem coeficientes a,b,c e d inteiros. Na
implementacao do método de Newton-Raphson na planilha Google,
se um dos coeficientes do polindbmio de grau trés nao for inteiro, ou for
necessario digitar algum valor que nao seja inteiro em alguma célula da
planilha, entdo o recomendado é usar o comando “=" antes do valor. Por
exemplo, caso seja necessario digitar g entao escreve-se “=3/5" na célula.
Se for necessario digitar algum outro valor, como /5, entdo é necessario
verificar a lista de fungdes da planilha do Google em (Google, 2024).
Outra solugao é usar uma calculadora e escrever o valor aproximado
retornado pela calculadora. No caso de V5, o comando na planilha
Google é “=SQRT(5)", ou usando uma calculadora, v/5 =2,236068 e
digitamos “=2,236068". Para evitar problemas, pode-se sempre usar o
comando “=" antes de qualquer valor.

x3  13x?

Para o polindmio p.(x)=—"%+2-% e valor inicial x,==, na
planilha Google, digitamos respectivamente nas células A1, B1, C1,
D1 e B2, os valores “=-1/2", “=13/5", “=0", “=-4/3" e “=24/8". Na quarta
iteragcao, obtemos o valor da raiz x4,=5,097369486, com erro absoluto

€=0,0000002300816115 (Figura 1.10).

Figura 1.10 - Método de Newton-Raphson aplicado em ps(x)=— 5+ —<—-zcom
24

xo=§.

Fonte: Autoria prépria.

1.10 Calculando raizes cubicas

Seja d>0 um numero real, considerando a fun¢ao ps(x)=x*—d, o
valor V/d é uma raiz de ps(x). Logo, ps(x) é fatorado da seguinte forma,
ps(x)= (x - Vd) (x* + Vdx + {a?), e o polindmio de grau x*+Vdx + a2
tem discriminante A=—33/42<0. Com base nessa discussao, a Unica
raiz real de ps(x)=x3—d é /4.

Dado um valor real d>0, para sabermos o valor de /4, s6
precisamos executar o método de Newton-Raphson na planilha
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eletrénica no polindmio de grau trés na forma ps(x)=x3—d. Por exemplo,
para calcularmos 3/2, usamos ps(x)=x>—2. Na planilha Google, digitamos,
respectivamente, nas células A1, B1, C1, D1 e B2, os valores “=1", “=0",
“=0" “=0" e "=-2", e iniciamos com o valor arbitrario xo=1. O resultado
encontrado é x5=1,25992105, e x5=(1,25992105)3=2,000000001,
isto &, ¥/2~1,25992105.

Para o caso em que d=11, ps(x) é igual a x>*—11, e aplicando o
método de Newton-Raphson na planilha Google, com x,=1, obtemos
x7=2,223980091. Ou seja, encontramos que , ¥11~2,223980091.

Os valores encontrados sao boas aproximacoes para /2 e 3/11.

1.11 Conclusao

Neste texto, apresentamos um procedimento efetivo para
calcular as trés raizes de uma funcao polinomial de grau trés, p:R—R,
definida por p(x)=ax3*+bx*+cx+d, com a,b,c,d € R e a#0. Verificou-
se que todas as funcdes polinomiais de grau trés tem pelo menos
uma raiz real e que com isso é possivel aplicar o método de Newton-
Raphson, esse sendo um método iterativo simples e eficiente para
descobrir uma raiz a partir de um valor inicial e de um indice de erro.
Pelo fato do método de Newton-Raphson ser numérico, fica mais facil
sua utilizacao de maneira computacional, portanto uma aplicagao por
meio do software Planilha Google foi executada, ensinando todos os
passos da sua implementacdo. Com a raiz real encontrada, fizemos
uma divisao polinomial para usar a férmula de Bhaskara e determinar
as duas raizes faltantes de p(x), que nao necessariamente sao raizes
reais. Utilizando o programa criado computacionalmente por meio da
Planilha do Google, exibimos como calcular raizes cubicas de nimeros
reais positivos.

A utilizacao dos métodos aqui descritos pode servir como
motivacdo para o ensino de Calculo Diferencial e Integral, visto exibir
uma forma de programar o método de Newton-Raphson em um
software. Além disso, indicamos uma férmula acessivel do método
de Newton-Raphson, permitindo que pessoas que tenham pouco ou
nenhum conhecimento sobre derivada, possam usufruir desse método
em fungdes polinomiais de grau trés, entdo tal assunto também pode
ser ministrado no Ensino Basico, como uma maneira de usar ferramentas
computacionais, e aplicar as metodologias de divisao polinomial.
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CAPITULO 2

SEQUENCIA DE FIBONACCI, RECORRENCIA
E O NUMERO DE OURO

Ruan Bosco Gomes de Brito
José Laudelino de Menezes Neto

2.1 Introducao

Na rede mundial de computadores, a internet, circulam noticias
que tratam da razdo aurea, ou numero de ouro. Essas noticias exibem
uma proporcao simétrica em forma de espiral em imagens da natureza,
uma concha (veja Figura 2.1), em copas de arvores, e em pinturas. Existe
uma relagao dessa proporcao aurea com a sequéncia de Fibonacci, e
a espiral.

Figura 2.1 - Imagem de uma concha com a forma de espiral.

Fonte: https://www.pexels.com/pt-br/foto/concha-do-mar-laranja-e-branca-na-
superficiebranca-33234/,imagem de dominio publico.

A sequéncia de Fibonacci é uma teoria que surgiu por meio da
pesquisa de Leonardo de Pisa, um matematico nascido na Itdlia, por
volta do ano de 1170. O seu apelido, Fibonacci, possivelmente surgiu
do fato de ser filho de Guglielmo Bonacci, como sendo um diminutivo
do termo “filho de Bonacci”. O registro desse tema da sequéncia de
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Fibonacci encontra-se como um problema proposto no livro escrito
por ele, Liber Abaci, numa traducao livre “Livro de calculos”.

O problema é apresentado da seguinte maneira:

Problema 2.1: Considere um par de coelhos recém-nascidos,
sendo um macho e uma fémea, colocados em um campo. Supomos
que os coelhos sao capazes de se reproduzir com aidadedeum més e a
fémea possui um periodo de gestacao de mesmo tempo, de forma que,
no final do segundo més, uma fémea da a luz um novo casal de coelhos.
Temos também, por hipotese, que os coelhos nunca morrem e que, a
partir do final de todo més, cada fémea adulta continua reproduzindo
exatamente um macho e uma fémea. Quantos pares de coelhos temos
ao final de um ano?

Uma solucgao para este Problema 2.1 é dada a partir da andlise
que segue (Ramos, 2013):

« no primeiro més, temos apenas um par de coelhos filhotes;

« no segundo més, os filhotes viraram adultos, o casal acasala,
continuando um par de coelhos;

« no terceiro més a fémea da a luz um novo casal de coelhos,
temos dois casais e o casal mais velho acasala mais uma vez;

« no quarto més a fémea do casal mais velho da a luz um novo
casal, que logo em seguida acasala novamente. O casal mais
novo se torna adulto e acasala. No total temos trés casais de
coelhos: dois adultos e um filhote;

« no quinto més, as duas fémeas mais velhas dao a luz, cada
uma, um novo casal de coelhos. O casal mais novo se torna
adulto. No total temos cinco casais de coelhos, sendo trés
casais adultos e dois filhotes;

« aandlise continua até chegar ao décimo segundo més.

Tendo em vista que escrevendo toda a analise, comecaria a
se tornar confuso, organizamos o procedimento em forma de tabela,
prosseguindo até o décimo segundo més, obtendo a Tabela 2.1.
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Tabela 2.1 - Quantidade de pares de coelhos més a més, do més 1 ao més 12.

mes |1]2]3]als|6|7]|8]o]0]n|n
Paresde | , | ;| 5| 31538 [13|2134 55‘89 144
coelhos

Fonte: Elaboragdo prépria.

Portanto, a solucao do Problema 2.1 é a de que, ao final do
décimo segundo més, teremos um total de 144 pares de coelhos. Os
valores més a més, se continuarmos indefinidamente, definem uma
sequéncia numérica infinita, a sequéncia de Fibonacdi,

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,... (2.1)

Neste texto, o objetivo é formalizar essa sequéncia de Fibonaccia
partir da definicdo de sequéncias reais e, com essa motivacao, apresentar
e obter, por meio da teoria de recorréncias lineares, uma férmula geral
para descrever qualquer termo dessa sequéncia (2.1). Além disso,
como dito no primeiro paragrafo desta Introducao, exibir a relacdo da
sequéncia de Fibonacci com o nimero de ouro e a espiral da Figura 2.1.

2.2 Recorréncias lineares

O livro Andlise Real (Lima, 2020) caracteriza formalmente uma
sequéncia real pela Definicao 2.1 a sequir.

Definicao 2.1: Uma sequéncia de niUmeros reais € uma funcao
x:N-R, que associa a cada numero natural n um ndmero real x,,
chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Este n-ésimo termo também é conhecido por termo geral.

Exemplo 2.1: A sequéncia infinita x:N—R, de termo geral
xnzg, tem os valores dos seus sete primeiros termos dados na Tabela 2.2.

Tabela 2.2 - Valores da sequéncia xn=§, paral<n<7
no |12 3| 4] s | 6| 7
2 | 1 [ |2 | s | | o

Valor de xx

Fonte: Elaboracao propria.

Em principio, podemos escrever a sequéncia de Fibonacci (2.1)
parecida com o que é dito nesta Definicao 2.1, basta observarmos que
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dados os dois termos iniciais da sequéncia de Fibonacci, F1=1 e F,=1,
temos o termo geral dado por

F1=1, F2=1, (2.2)
Fnan_1+Fn_2, n > 2.

Assim, podemos calcular os termos F, para valores de n maiores
que dois,

F3=F2+F1=1+1=2,
F4=F3+F2=2+1=3,
F5=F4+F3=3+2=5,...

Organizando em formato de tabela, igual ao que foi feito para
sequéncia do Exemplo 2.1, obtemos a Tabela 2.3.

Tabela 2.3 - Valores da sequéncia de Fibonacci definida em (2.2) para.
n | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10
Fn 1 | 1 | 2 | 3 | 5 | 8 | 13 | 21 | 34 | 55

Fonte: Elaboracao propria.

Entretanto, esta formula para a sequéncia de Fibonacci definida
em (2.2) ndo se assemelha a férmula da sequéncia x, dada no Exemplo
2.1, onde o termo geral depende estritamente do valor n, e ndo de
termos anteriores.

As sequéncias definidas dessa forma, semelhantes ao que esta
em (2.2), cujo valor dos termos mais a frente deve recorrer aos valores
dos termos anteriores, sdo as sequéncias definidas por recorréncia. Nesse
caso em particular, € uma recorréncia linear de ordem dois, homogénea,
com coeficientes constantes.

Definicao 2.2: Uma recorréncia linear de ordem dois,
homogénea, com coeficientes constantes, é uma sequéncia real, tal
que seu termo geral, para n maior que dois, é dado por

Xn= —PXn-1—qXn-—2, N > 2, (2.3)
com p e g numeros reais e q+0.

Existem Teoremas que garantem a escrita do termo geral x,, de
uma recorréncia linear de ordem dois, em (2.3), como funcdo dependente
exclusivamente de n, ou seja, x,=f(n), ao invés de depender de termos
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anteriores, no caso, X»—1 € Xn—2. Para tanto, associamos a expressao em
(2.3) a equacao, chamada de equacao caracteristica,

r’+pr+q=0 (2.4)
e aplicamos os Teoremas a seguir.

Teorema 2.1: Se as raizes da equagao em (2.4) sdo r1 e 3, entao
a,= Cyr{* + C;r3 € uma solucao da recorréncia em (2.3), quaisquer que
sejam os valores das constantes C; e C,.

Teorema 2.2: Se as raizes da equacdo em (2.4) sao ry e rz, com
r1#72, entdo todas as solu¢des da recorréncia em (2.3) sdo da forma
a,= Cir* + C,r}, onde C; e C; sao constantes.

As demonstracdes dos Teoremas 2.1 e 2.2 sao encontradas nas
referéncias (Morgado, 2013) e (Moura, 2021). Neste texto aplicamos os
Teoremas 2.1 e 2.2 na sequéncia de Fibonacci para obter seu termo
geral, F,,, dependendo somente do valor de n.

2.3 Termo geral da sequéncia de Fibonacci

O termo geral da sequéncia de Fibonacci dado em (2.2) é
associado a equacao caracteristica

r’—r—1=0.
Utilizando a férmula de Bhaskara, obtemos as seguintes raizes

para esta equagao

1-+5 145

2 T T

rn =

Assim, sendo r1#71, aplicando os Teoremas 2.1 e 2.2, obtemos o
termo geral da sequéncia de Fibonacci que depende estritamente de n,

1-v5\" 1+v5\"
e () ()

Para determinar os valores das constantes C; e C», resolvemos
o sistema linear,
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1-+/5 14++/5
(505

F, = (1 - \/§> <1 + \/§>2
G + G -1

2

Solucionando o sistema acima, Clz—% e C2=%. Portanto, o

termo geral da sequéncia de Fibonacci, dependendo apenas de n, é
dado por

1 /1-v5\" 1 [1++5\"
F=—-— +— , n=1. (2.5
E\ 2

2.4 Numero de ouro

O numero de ouro é um numero pertencente aos reais, e assim
como 7, ou V2, € um numero irracional. Seu valor é dado por

¢=1.61803399... (2.6)

Numericamente falando, a relacdo da sequéncia de Fibonacci
com o nimero de ouro é simples. O quociente formado pela divisao
de dois termos subsequentes da sequéncia de Fibonacci para valores
cada vez maiores de n

Fn+1
Fn

€ uma aproximacao para o valor do nimero de ouro.

Por exemplo,
Fy 21 2.7)
& _161538461...
ET3 61538461 ...,
fis _ 810 61803713
Fia 377
Fao _ 6765 _ 1 61803396
Fio 4181
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Observamos que Fs/F7 acertou duas casas decimais do numero
@ em (2.6), ja F1s/F14 cinco casas decimais, e Fo/F19 sete casas decimais.

Para o calculo dos valores F, em (2.7), fizemos uso de um
computador para auxiliar nos calculos e usamos a expressao do termo
geral de F, em (2.5).

2.5 Desenhando a espiral

Em um sistema de coordenadas polares, uma espiral logaritmica
€ uma curva dada por uma equacao da forma (Spira, 2022)

r@)=ap’,

onde a e p sao numeros reais positivos. Nesta secdao, ensinamos como
desenhar a espiral logaritmica a partir do nimero de ouro.

Vimos o valor do numero de ouro, ¢=1.61803399..,, e sua
relacdo com os numeros de Fibonacci. Resta sabermos a relagcdo da
espiral apresentada na Figura 2.1. De forma intuitiva, exibimos uma
maneira de como desenhar este tipo de espiral durea. Pelo fato de as
figuras serem feitas no computador, utilizamos o pixel como unidade
de medida.

Primeiro, necessitamos de um retangulo ABCD (veja Figura
2.2), de tal forma que seu lado maior, no caso AB, atenda a seguinte
condicao: podemos dividir o lado AB em duas partes por um ponto
E satisfazendo

|AB| |AE|
1AE|  EB| ®

onde | XY| significa o comprimento do segmento XY. O valor do nimero
de ouro ¢=1.61803399... também é obtido a partir desta condicao
(2.8) (Ramos, 2013).
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Figura 2.2 — Retangulo ABCD.

Fonte: Autoria prépria.

Um modo de construir tal retangulo, satisfazendo de forma
aproximada a condicao (2.8), é utilizando a sequéncia de Fibonacdi,
para tanto vamos utilizar a férmula geral F,, dada pela equacao (2.5).

Consideremos um retangulo GHIJ (Figura 2.3) tal que seu lado
maior tem tamanho F1s=610 pixels e seu lado menor tem tamanho
F14=377 pixels. Se dividirmos seu lado maior de tamanho Fi5=610
em dois segmentos, um de comprimento F1,=377 pixels e outro de
F13=233 pixels, temos

1.61803713 ... = 010 377 _ 1.61802575
- e T 377 ~ 233 - . LR

Ou seja, o retangulo GHIJ atende a condicao (2.8) de forma
aproximada.
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Figura 2.3 - Construcdo dos quadrados dentro do retangulo GHI]J.

Fonte: Autoria prépria.

Dentro deste retangulo GHIJ, construimos quadrados tal que a
medida dos seus lados, segue os valores da sequéncia de Fibonacci (veja
Figura 2.3). Agora, para obter a espiral durea, dentro de cada quadrado,
tracamos um arco de circunferéncia (Spira,2022), conforme exibido na
Figura 2.4.

Figura 2.4 — Arco de circunferéncia tracado dentro de cada quadrado no
retangulo GHIJ, obtendo a espiral.

s
\

Fonte: Autoria prépria.

Capa | Sumdrio | 33




DesBRAVANDO TEMAS EM MATEMATICA PURA E APLICADA

2.6 Conclusao

Utilizando a sequéncia de Fibonacci, vimos ser possivel motivar
o estudo de sequéncias reais, recorréncias lineares e calculo numérico.
Neste ultimo assunto, pelo fato de fazermos uma aproximagao numeérica
em (2.7) do nimero de ouro, podemos inclusive calcular o erro dessas
aproximacoes.

Além disso, caso féossemos estudar mais a fundo, poderiamos
adentrar no assunto de Indugao Matematica verificando certas
propriedades atendidas pela sequéncia de Fibonacci (Morgado, 2013).
Algumas propriedades ainda requereriam o conhecimento em Teoria
dos Numeros (Moura, 2021). Se féssemos verificar como obter de forma
mais detalhada a espiral relacionada ao nimero de ouro e a sequéncia de
Fibonacci, exibidas nas Figuras 2.1 e 2.4, teriamos de estudar geometria
(Moura, 2021), (Spira, 2022).
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CAPITULO 3

COMPUTACAO GRAFICA E CURVAS DE
BEZIER CUBICAS

Elenilson Justino de Oliveira
José Laudelino de Menezes Neto

3.1 Introducao

A Matematica contribui para o desenvolvimento de inovagoes
e solugdes praticas de situacdes do mundo real, e uma area particular
onde vemos esse fato é a Computacao Grafica, dedicada a criacao,
manipulacao e representacao de elementos visuais.

Dado um desenho feito a mao livre, é dificil deduzir a equacao
de uma curva plana, ou vdrias curvas planas, das que conhecemos em
um curso de Geometria Diferencial (Tenenblat, 2008), de tal maneira que
o tragcado dessa curva, ou dessas curvas, seja semelhante ao desenho.
Uma maneira de criar elementos visuais, e de obter as equacdes de
curvas que sejam semelhantes a um desenho, pode ser por meio da
implementacao computacional de curvas de Bézier (veja Figura 3.1),
curvas paramétricas onde se pode manipular e modelar sua forma
suave e precisa por meio de pontos de controle previamente dados
Py, Pi,..., Pn-1,Pn (Viana, 2024). A imagem a esquerda na Figura 3.1 foi
feita a mao livre, e a direita utilizando o GeoGebra, uma calculadora
digital online, gratuita, acessivel pelo endereco https://geogebra.org.
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Figura 3.1 - A esquerda desenho feito a méao livre e a direita sio seis curvas
de Bézier cubicas, que estdo conectadas de tal maneira que seu formato se
assemelha ao desenho.

Fonte: Autoria prépria.

As curvas de Bézier sao geradas a partir de coordenadas
ponderadas dos n+1 pontos de controle, onde a curva inicia no
ponto P, e termina no ponto P, e ndo necessiariamente passa nos
pontos intermediarios Py, P,..., P,—1, sendo, portanto, uma curva de
aproximacao, e nao de interpolagcao. Uma curva de interpolagao passa
em todos os pontos de controle dados (Andrade, 2016).

Por meio da Computacao Grafica, a utilizacdo de curvas de Bézier
é vasta, desde o tracado de desenhos feitos a méao livre, design de
carros (Almeida, 2015; Alves, 2021; Farin, 2002; Pereira, 2022), design
de roupas (Alves 2021), até a criacao de tipografia de fontes (Machado,
2013; Pereira, 2022; Santos, 2015), dentre outras aplicagoes.

Focamos nosso estudo nas curvas de Bézier cubicas, por conta da
sua maleabilidade em obtencao de formas sinuosas, e pelo baixo custo
do ponto de vista computacional (Van Verth et al, 2015). Além disso, fica
mais facil para exibir as propriedades intrinsecas as curvas de Bézier.

Os trabalhos de (Itoh & Ohno, 1993) e (Schneider, 1990) descrevem
algoritmos usados no design de fontes tipograficas usando curvas de
Bézier cuibicas. Seguindo esses textos de (Itoh & Ohno, 1993) e (Schneider,
1990), apresentamos de modo pratico a ideia de sua aplicacao por meio
do GeoGebra.

O restante deste capitulo é dividido da seguinte forma: na se¢cao
3.2, apresentamos as curvas planas, que sdao curvas parametrizadas
diferencidveis no R?% na secdo 3.3, definimos curvas de Bézier no
plano por meio dos polindmios de Bernstein e pelo algoritmo de De
Casteljau; na secao 3.4, destacamos algumas propriedades das curvas
de Bézier, com énfase em curvas de Bézier cuibicas; na secédo 3.5, como
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uma maneira de aplicar o contelddo estudado na Computacao Grafica,
descrevemos os procedimentos feitos no GeoGebra para confeccionar
a Figura 3.1; na secdo 3.6 explicamos, de modo geral, o funcionamento
de algoritmos usando curvas de Bézier cubicas para o design tipografico
de fontes, com base nos textos (Itoh & Ohno, 1993) e (Schneider, 1990).

3.2 Curvas parametrizadas

Uma curva parametrizada diferenciavel no plano é uma aplicagao
a:[-R? definida em um intervalo dos reais I=[a,b] e representada por
a(t)=(x(t),y(t)), onde x(t),y(t) sdo funcdes diferencidveis de classe C
no intervalo aberto ]a,b[ (Tenenblat, 2008). As funcdes x(t),y(t) sao
conhecidas como fung¢des coordenadas, t é chamado de parametro e
o conjunto imagem «a(I) é a trajetoria descrita pela curva @ quando o
parametro t varia ao longo do dominio I. O conjunto a ()< R? também
€ conhecido como traco de a.

O vetor tangente ao trago da curva a(t), em t€ ]a,b|, definido
como

' (O="®).y'®),

descreve a direcao da curva no ponto t € ]a,b[, onde a linha denota a
derivada em fungao de t. Uma curva parametrizada é regular se a'(t)#0.
Isso implica que a curva nao possui pontos de dobras ou paradas bruscas
em seu trago, garantindo uma trajetdria suave e continua ao longo do
intervalo ]a,b|.

Figura 3.2 — Curva a(t)=(5t3—9t*+3t+2,—t3+6t>—6t+2) definida no intervalo
I=[0,1], e vetor tangente a'(0.5) posicionado sobre o trago da curva no ponto
a(0.5).

a(t)

2(0.5)

a'(0.5)

Fonte: Autoria prépria.
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Exemplo 3.1: Na Figura 3.2 temos a curva a:I— R? dada por
a(t)=(53—9t?+3t+2,—t3+6t>—6t+2),
onde I=[0,1]. Para o intervalo aberto ]0,1],
a'(t)=(15t>—18t+3,—3t*+12t—6),

e para t=0.5 o vetor tangente em «(0.5) é igual a (—2.25,—0.75).

A reparametrizacdo de curvas é um processo que envolve
a modificacao da forma como uma curva é percorrida por meio do
parametro t ao longo do intervalo I. Isso é feito pela escolha de uma nova
funcdo de parametro, que preserva a representacao e diferenciabilidade
da curva original.

Dada uma curva contida num intervalo fechado [a,b], com
a(a)=P, e a(b)=P1, é sempre possivel realizar uma reparametrizacao
de modo a obter a(0)=P, e a(1)=P;. Esse ajuste é alcancado por meio
da introducao de uma funcgao f:[0,1]—-[a,b] definida por f(t)=(b—a)t+a.
Ao fazer a composicdo a(f(t)) conseguimos uma nova parametrizacdao
da curva com a(f(0))=P, e a(f(1))=P.. Portanto, devido a esse fato,
sempre vamos considerar o intervalo [a,b] como o intervalo [0,1].

3.3 Curvas de Bézier

No contexto histérico, as curvas de Bézier ganharam destaque
em meados do século 20, quando o engenheiro francés Pierre Bézier
(1910-1999) aplicou-as na modelagem de formas aerodinamicas de carros
para a Renault (Pereira, 2022). Essa contribuicao foi particularmente
valiosa na criacdo de curvas suaves e fluidas em designs automotivos,
proporcionando uma maneira eficaz de controlar e ajustar as curvas
sem a necessidade de calculos matematicos mais complexos, bastando
manipular uma certa quantidade de pontos (Viana, 2024).

Ao longo do tempo, essas curvas foram adotadas em diversos
campos, como design grafico, animacao, tipografia e modelagem 3D.
Dentre as suas principais caracteristicas esta a capacidade de serem
definidas por pontos de controle, o que oferece uma flexibilidade
significativa para a criacao de formas precisas pelo simples movimento
desses pontos de controle (Pereira, 2022).
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Nas préximas duas subsec¢des, definimos curvas de Bézier de
duas maneiras, por polinébmios de Bernstein, e por meio dos poliémios
de De Casteljau.

3.3.1 Polinémios de Bernstein

Os polinémios de Bernstein foram introduzidos pelo matematico
russo Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968), e destacam-se como
uma classe significativa na teoria dos polinémios, pois desempenham
um papel crucial na aproximacao de fungdes continuas em intervalos
fechados, representando-as como combinagdes convexas de polindmios
fundamentais, oferecendo uma abordagem Unica para a andlise e
representacao de curvas suaves, o que os tornam valiosos em diversas
areas da Matematica Aplicada, desde interpolagao de curvas até
Desenho Auxiliado por Computador (Computer Aided Design - CAD)
(Almeida, 2015).

Sejam i e n nUmeros inteiros nao negativos, com i<n, para
te[0,1], o i-ésimo polindbmio de Bernstein de grau n é definido como

BI'(t) = (n) (1-" e, (n) _ (3.1)

i i/ il(m=0D!
Dados n+1 pontos no plano, chamados de pontos de controle,

Po= (XO,YO),P1= (M;}’l), ey Pn1= (xn—1,yn—1), P,= (xn;yn):

uma curva de Bézier de grau n é uma curva parametrizada :[0,1]-R2
definida por

p®= Z B (©Pi=(x(t),y (), (3.2)
i=0

onde

xO=) Bl Ox, yO=) B @i
i=0 i=0

Observamos que £(0)=P, e f(1)=P-.
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3.3.2 Algoritmo de De Casteljau

Desenvolvido em 1959 por Paul de Casteljau (1930-2022), o
algoritmo de De Casteljau é uma técnica usada para calcular pontos
em Curvas de Bézier (Farin, 2002; Pereira, 2022). Dado um conjunto de
pontos ordenados na sequéncia Py,Ps,...,Pn-1,Pn, € Um parametro t €
[0,1], de acordo com o valor do parametro ¢, o algoritmo divide essa
sequéncia de pontos em uma sequéncia menor de pontos, até que
reste um Unico ponto, e este Ultimo ponto desejado estd sobre a curva
de Bézier definida pelos pontos de controle Po,Ps,...,Pn—1,Ph.

O algoritimo de De Casteljau funciona da seguinte maneira,
seja B(t) a curva de Bézier gerada pelos n+1 pontos de controle,
Py, P, ...,PY_1,B?, e to€ [0,1], para cada j € {0,1,..,n—1} definimos
um ponto le a partir desses n+1 pontos por

Pl =(1—ty) P’ +t,PYy, 0<j<n-1.

Usando os n pontos P}, obtemos n—1 pontos P, para 0< I<
n—2, dados por

P? = (1—to)P} +tyPL,, 0<I<n—2.

De modo geral,

Pi=(—t)Pu " +tPiil, 1<k<n, 0<m<n-k, (3.2)

e repetindo esse procedimento inumeras vezes até chegar em um unico
P}, chega-se ao ponto que pertence a curva de Bézier gerada pelos
pontos PJ, PY, ..., PY_,, PPpara o parametro t, € [0,1], ou seja, B(to)=Py.

Exemplo 3.2: Na Figura 3.3 temos uma construcao de curva de
Bézier para n=3 por meio do algoritmo de De Casteljau, com os seguintes
pontos de controle, P = (0,0), P = (2,4),P2 = (6,3),P = (7,0) .
Os pontos intermediarios obtidos pela equacao (3.2) para ty=0.7 sao
P}, PL, P}, PE, P?e P3, oponto P§ esta sobre a curva. Mais exemplos e
construgoes de curvas de Bézier, por meio do algoritmo de De Casteljau,
e usando o Geogebra, sao vistos nos trabalhos de (Almeida, 2015) e
(Alves, 2021).
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Figura 3.3 — Curva de Bézier definida pelos pontos de controle
Pg = (0,0), P1° =(2,4), P2° = (6,3), P30 = (7,0), obtida utilizando o algoritmo
de De Casteljau. Os pontos intermedidrios Py, PL, P}, P¢, PZ e P3 foram
calculados usando o valor to=0.7. O ponto P§ esta sobre a curva.

Fonte: Autoria prépria.

3.4 Propriedades das curvas de Bézier

Nesta secdao, enunciamos resultados validos para o caso geral de
uma curva de Bézier de grau n, porém vamos restringir as demonstracoes
para o caso de ordem n=3, curva de Bézier cibica, de forma a facilitar
o entendimento e visualizacao do que é feito nos calculos.

Uma curva de Bézier cubica, S(t), gerada por quatro pontos de
controle P§ = (xo,¥0), PY = (x1,¥1), P§ = (x2,¥2), P§ = (x3,¥3), a partir
do uso de polindmios de Bernstein em (3.2), tem a seguinte equagao

B(t) = (—t3 +3t2 — 3t + 1)P?
+(3t3 — 6t2 + 30)P (3.3)
+(=3t3 + 3t2)P) + t3P.

Para o caso da definicao por meio do algoritmo de De Casteljau
em (3.2), essa mesma curva fS(t), a partir dos pontos de controle
PY, PR, P2, P2, e um valor t, € [0,1], geramos os pontos
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Pd = (1—ty)P) +ty PP,
Pl = (1—to)P) + P}, (3.4)
P} = (1—ty)PY + toPy.

Com os pontos P, P, P}, geramos os pontos

P¢ = (1—ty)P} +tyPL,

(3.5)
P? = (1 —ty)PL + toP;.
Usando PZ, P?, obtemos o ponto
P§ = (1= ty)P§ + toPL. (3.6)

Este ponto P$ pertence a curva (t), ou seja, P3=f(t,). Com
efeito, fazendo as substituicdes das equacdes dos pontos P¢, Pf em
(3.5) na equacao de P3 em (3.6),

P¢ = (t — 2ty + 1P + (—2t3 + 2t,)P{ +t3 P}, (3.7)

e substituindo P3, P}, P; em (3.4) nesta ultima equacao em (3.7),
chegamos na equacao de B(t) em (3.3) quando t=t,.

Para o caso em particular das curvas de Bézier cubicas, essa
discussao mostra que as definicdes das curvas de Bézier por meio
dos polindmios de Bernstein e pelo algoritmo de De Casteljau sao
equivalentes, no entanto o resultado também é valido para o caso geral
das curvas de Bézier de ordem n.

Exemplo 3.3: A construgao da curva de Bézier cubica por meio
do algoritmo de De Casteljau é exibida na Figura 3.4 para curva de
Bézier $:[0,1]-R?, para to=0.3, onde os pontos de controle da curva
B sdo P) = (1,2),PY = (4,4),P) = (5,0),P) = (9,3) e sdo representados
pelos circulos cinzas. Os pontos P3, P, P3 sao os tridngulos, os pontos
os quadrados, e o ponto P$=[3(0.3) é o circulo na cor vermelha que esta
sobre o trago da curva S. Utilizando a expressao em (3.3), a equacgao da
curva :[0,1]-R? é dada por B(t)=(5t3—6t*+9t+1,13t>*—18t*+6t+2).
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Figura 3.4 — Curva de Bézier 3:[0,1]—R? definida pelos pontos de controle
PY = (1,2),PY = (4,4),P) = (5,0),P2 = (9,3). Usando o algoritmo de De
Casteljau, para o valor to=0.3 obtemos os pontos P!, P!, P}, PZ, P? e P3=[3(0.3).
0O fecho convexo dos pontos Py, P, P,°, Py é o poligono destacado na cor cinza.

Fonte: Autoria prépria.

Um conjunto de pontos no plano H é convexo se dados
quaisquer dois pontos P, Q € H, entdao o segmento de reta PQ esta
inteiramente contido em H, ou, equivalentemente, se

(1-t)P+tQ € H, V te [0,1].

Dado um conjunto de pontos R,={P, P}, ..., P)_;,PY}, o fecho convexo
desse conjunto de pontos R, € o menor poligono convexo que contém
todos os pontos de R..

Sejam R3={P{,PY,PY,PJ} um conjunto de pontos no plano,
F o fecho convexo de R; e B(t) a curva de Bézier cubica gerada pelos
pontos de Rs. Seguindo essa notacao e a construcao de curvas de Bézier
por meio do algoritmo de De Casteljau, consideremos t, € [0,1] e os
pontos P}, Pl, P} dados em (3.4). Por defini¢do, P}, P}, P} estdo em T,
pois pertencem, respectivamente, aos segmentos P P?, PO PY, PIp)
(veja Figura 3.4). De modo analogo, os pontos Pg e P12, definidos em
(3.5), também estao em F. Por conseguinte, sz B(to) pertencente ao
segmento P& PZ, definido em (3.5), esta no fecho convexo de Rs. Logo,
sendo t, € [0,1] arbitrario, provamos que para todo t € [0,1], B(t) € F.

Na Figura 3.4 vemos uma curva de Bézier cubica f com seu trago
totalmente contido dentro do fecho convexo gerado por seus pontos
de controle P{, P, P2, P2. De modo geral, vale a sequinte propriedade.
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Propriedade 3.1 (Fecho Convexo): Seja (t) uma curva de
Bézier de grau n, definida por n+1 pontos de controle Py,P1,P>,...Py,
entao £(t) esta totalmente contida no fecho convexo dos pontos de
controle.

Demonstragao: A demonstracao do caso geral é encontrada em
(Farin, 2002) ou (Pereira, 2022), e segue este raciocinio para o caso das
curvas de Bézier cubicas apresentado acima. m

Uma utilidade para esta Propriedade 3.1 é verificar, de forma
rapida, se duas curvas de Bézier distintas se interceptam, pois caso
o fecho convexo dos seus respectivos pontos de controle nao se
interceptem, as curvas nado irdo se interceptar (Almeida, 2015; Farin,
2002). Entretanto, caso exista intersecao entre os fechos convexos,
calculos mais precisos sao necessarios.

Propriedade 3.2 (Particao da unidade): Paratodot € [0,1], a
soma de todos os i-ésimos polindmios de Bernstein de grau n é sempre

iguala 1,
n
z BR(t) = 1.
i

Demonstragdo: Para o caso em que n=3, seja t € [0,1], entao

3
Y B(0) = B3(©) + BY(©) + B3 + BI®)
i=0

-(a-or+(Ja-o
Qo ()

= (—t3+3t*-3t+1)
+ (3t? — 6t% + 3¢t)
+ (3t2 —3t3) +¢3

A demonstracao do caso geral é encontrada em (Farin, 2002) ou (Pereira,
2022). m
Uma transformacao afim é uma aplicagao T:D—-R?, com
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p = |0Y) ERE (ny) = Xa;(x, ), , (3.8)
Za,- = 1, a; eER
que satisfaz T(Za;(x;,y))=2a;T (x;y;) e é definida por
T(xy) = A-(xy)+v, (3.9)

onde A é uma matriz 2X2 e v é um vetor do plano (Farin, 2002). De fato,
dado (x,y) € D, e lembrando que ¥ a;=1,

T(x,y)=T (Zaj (xj,yj))
=A- (Zaj(xj,yj)) +v
=[SaA- (x,;)] +v
=4 (%, )] + [T a]v
=Ya;[A- (x,y;) +v]
= ;T (x,5;)-

Obviamente, a depender da matriz A e do vetor v em (3.9),

temos um determinado tipo de transformacdo afim. Enunciamos alguns
exemplos.

1. Se A for a matriz identidade e v um vetor ndo nulo, entéao T
em (3.9) é uma translagao.

2. No caso em que

1= (e cost )’

e v é o vetor nulo, entao T em (3.9) é uma rotacao de 6 graus
em torno da origem.

3. Sejam k,, k, € R} para
k 0
4= (¢ )
0 ky
e v é o vetor nulo, entdo T em (3.9) é um reescalonamento,

onde k, reescalona ao longo do eixo x, e k, reescalona ao
longo do eixo y.
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Propriedade 3.3 (Invariancia por transformacao afim): As
curvas de Bézier sdo invariantes por transformacoes afim.

Demonstragdo: Basta observar, por meio da definicao de curva
de Bézier por polinbmios de Bernstein, e a Propriedade 3.2, que todo
ponto no plano que esta no traco de uma curva de Bézier pertence ao
dominio das transformagdes afim D em (3.8).

Sendo assim, por conta desta Propriedade 3.3, um método rapido
para manipular uma curva de Bézier é aplicarmos uma transformacao
afim em seus pontos de controle, e recalcular o traco da curva (Farin,
2002). m

3.5 Desenhando com curvas de Bézier

Nesta secao, explicamos a metodologia utilizada na construcao
da Figura 3.1, para tanto foi utilizada a calculadora digital GeoGebra,
disponivel no endereco https://geogebra.org/. O GeoGebra é um
aplicativo online onde é possivel fazer célculos, desenhar gréficos de
funcoes, tragar curvas diferencidveis, dentre varias outras funcionalidades.

Para desenhar com curvas de Bézier cubicas, com auxilio do
GeoGebra, primeiro fazemos um desenho a mao livre (veja o desenho a
esquerda na Figura 3.1), fotografamos de forma digital e salvamos como
arquivo de imagem no formato PNG. Em seguida, fazemos o upload do
arquivo de imagem do desenho para o GeoGebra por meio das opgoes
no menu do lado esquerdo, seguindo os passos: Tools (Ferramentas),
Media (Midia), Image (Imagem), e clicando no botao Browse (Navegar)
escolhemos a imagem para fazer o upload.

A etapa seguinte é implementar varias curvas de Bézier para
manipular e adaptar o tracado de suas curvas por cima do desenho.
Utilizamos ao todo seis curvas de Bézier cubicas, sao elas a;(t), 1 <j <
6, com t € [0,1], onde a; é gerada pelos pontos de controle Py, P, P>,
Ps a;é gerada por Qo, Q1, Qz, Q3, as gerada por Ro, R1, R;, R3, a4 gerada
por So, S1, Sz, S3, as gerada por Ty, T4, Tz, T, € as gerada por Uo,U1,U2,Us.
Para manter as curvas conectadas, escolhemos

Qo = P, Ry = Q3, So = R3,

TO == 53, UO = T3. (3.10)
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Incluimos um a um os pontos listados no paragrafo anterior.
Por exemplo, para adicionar os pontos Py, P1, P2, P3, escolhemos uma
posicdo aleatéria para cada um, e digitamos P_0=(0,0), P_1=(1,0),
P_2=(0,1) e P_3=(1,1). O motivo de escolhermos uma posi¢ao aleatdria,
é que o GeoGebra permite deslocar os pontos ao clicar neles e arrasta-
los na tela. Para adicionar a curva de Bézier cubica ai(t), utilizamos a
expressao dada em (3.3), ou seja, no GeoGebra, digitamos

a_1=(-t"3+3t"2-3t+1)P_0+(3t"2-6t"2+3t)P_1
+(-3t73+43t"2)P_2+(t"3)P_3, 0<=t<=1

Para inclusao da curva a:(t) no GeoGebra, antes incluimos os
pontos Q1, Q2, Qs em posicdes aleatdrias, e notamos que nao é necessario
ainsercao do ponto Q,, pois, como destacado em (3.10), Qo = P3. Assim,
usando (3.3), escrevemos no GeoGebra,

a_2=(-t"3+3t"2-3t+1)P_3+(3t"2-6t2+3t)Q_1
+(-3t"3+3t72)Q_2+(t"3)Q_3, 0<=t<=1|

Na Figura 3.5, temos o resultado das implementacoes feitas até
o momento no GeoGebra.

Figura 3.5 - Interface do GeoGebra com a implementacdo do desenho, dos
pontos de controle Po=(0,0), P1=(1,0), P2=(0,1), P3=(1,1) da curva de Bézier
cubica as, e dos pontos de controle Qo=P3, Q1=(2,0), Q-=(3,0), Q:=(3,2) da

curva de Bézier cubica a.

Fonte: Autoria prépria.
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Feito isso, de modo andlogo, basta adicionar os pontos restantes
e as curvas as(t),as(t),as(t) e as(t), levando em conta as igualdades
definidas em (3.10). Implementando todos os objetos necessarios, s6
resta manipular a imagem e os pontos de controle das curvas para
que o tracado conectado das curvas se assemelhe ao desenho. Este
passo é executado por tentativa e erro, fazendo os ajustes necessarios
na movimentacao de cada ponto de controle. O resultado esta na
Figura 3.6, onde, a esquerda, exibimos as curvas sobre o desenho,
com destaque para os pontos de controle. Na mesma figura, a direita,
observamos as curvas sobre o desenho, exibindo a nomenclatura de
cada curva a, até ae.

Figura 3.6 - Curvas de Bézier cubicas a;:[0,1] = R? (1 < j< 6), implementadas
no GeoGebra e formando um desenho feito a méao livre. Na imagem a esquerda,
destacamos os pontos de controle de cada curva. Na imagem a direita,
destacamos a nomenclatura de cada curva al,...,ae.

Fonte: Autoria prépria.

Ainda no GeoGebra, para cada curva a;:[0,1] > R%, (1 <j < 6),
usando o comando Expand, por exemplo, na curva ai, Expand(a_1),
temos acesso a sua equacgao final. A seguir, listamos a equacao de cada
curva a; exibida na imagem a direita da Figura 3.6,
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(t)-(553784072505319t3 54742226274991:2
@it = 10000000000000 78125000000
39733679488953

* 1000000000000 ‘
8448621343989  257242321404289
* 625000000000 ° 10000000000000 ‘
19917812738007t2—-8603494430241t
500000000000 5000000000000
194247415259357)

* 10000000000000

3

(t)—'(95938092949957t3 233356693407957t2
G = 5000000000000 10000000000000
66117729798921

* 5000000000000 ‘

385598312578801 60084485329143
* 10000000000000 * 2500000000000
4_256692362748753t2+_81674842692783t

10000000000000 10000000000000

159077179877363)

5000000000000

3

1515110480259 , 37120206766329
“309:=<"5000000000000t ~ 5000000000000 *
5871053111001
* 1250000000000
2381766323343 6060441921033
50000000000 2000000000000
31817320085421 , 9090662881551
10000000000000" _ 2500000000000 "
41618362387969)

* 1000000000000 /*
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(t)-—(50105361064167 3 22742815264287 ;2
4432 = \"5000000000000 2000000000000
1383937242191

~ 312500000000 °
+_55756381882929 110345680128383
1250000000000 ° 5000000000000

411674373351 , 132513480175047

* 12500000000 ‘ 5000000000000 ‘
+37830586187323)
1000000000000 /'

58531402291879 , 87046700844333
aS(ﬂ)==<— 5000000000000 e 5000000000000 ‘
123066025331643
~10000000000000 ‘
388268109120219 175594206875633
* 10000000000000 5000000000000

62733658153971 , 118563609770727

+-10000000000000t 5000000000000 ‘
+22192703994717)
1000000000000 /°

[ 3607599645093 , 27014493365481
a6aj"<"2000000000000t T 10000000000000
21011272617597
~ 2500000000000 *
80558170223371 385666326482019
T 2500000000000 ’ 10000000000000
918492774442639 , 3601932448731
2000000000000 1000000000000
260947974808421)

* 10000000000000

3

3

3
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3.6 Design de fontes tipograficas

Das vdrias aplicagdes das curvas de Bézier, uma delas é o design
de tipografia de fontes. Nesta secao, descrevemos a ideia dos algoritmos
desenvolvidos em (Itoh & Ohno, 1993) e (Schneider, 1990).

A metodologia do que é executado por esses autores para
auxiliar no design de fontes, usando curvas de Bézier, assemelha-se ao
que fizemos na secdo 3.5, porém feito de forma autdnoma, utilizando
recursos computacionais. Em outras palavras, uma imagem contendo
o design do caractere de uma fonte, por exemplo da letra “C”, é
digitalizado e o algoritmo computacional vai transformar esse design
mais rustico, que pode ter sido feito a mao livre, em um modelo mais
suave, pelas curvas de Bézier. Para tanto, utiliza uma série de algoritmos
computacionais, que nao iremos entrar em detalhes por ser algo técnico
e que foge do escopo deste texto.

Em linhas gerais, a pratica executada em (Itoh & Ohno, 1993) e
(Schneider, 1990) é a seguinte: primeiro uma imagem é digitalizada,
podendo representar um design de fonte ou desenho, depois, usando
algoritmos especificos, essa imagem é transformada em varios pontos. E
a partir desses pontos, operando uma série de recursos computacionais,
isto é, algoritmos, que 0s mesmos pontos sdao transformados em curvas
de Bézier cubicas conectadas.

A Figura 3.7, apesar de ter sido feito de forma manual, com auxilio
do GeoGebra, exemplifica os passos do paragrafo anterior. Na Figura 3.7
(@) temos a imagem original digitalizada, um design da letra “C" feito a
mao livre; na Figura 3.7 (b) aimagem com varios pontos, que em (Itoh
& Ohno, 1993) e (Schneider, 1990) sao calculados computacionalmente.
A partir desses pontos da Figura 3.7 (b), os algoritmos desenvolvidos
em (Itoh & Ohno, 1993) ou (Schneider, 1990), calculam curvas de Bézier
cubicas conectadas, para obter as que melhor representam a imagem
original, alcancando um resultado similar como na Figura 3.7 (c). As
imagens (d) e (e) na Figura 3.7 sdo as curvas da imagem (c), sem o
desenho original sobreposto.
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Figura 3.7 - Processo do algoritmo para criacdo de fontes. Em (a) design original
feito a mao livre, em (b) conjunto de pontos contornando a imagem, a partir
destes pontos sdo obtidas as curvas em (c), em (d) e (e) sao as curvas de (c)
representando o resultado final. Ressaltamos que estas imagens foram geradas
manualmente, com auxilio do GeoGebra, apenas com intuito de explicar os
algoritmos em (Itoh & Ohno, 1993; Schneider, 1990).

Fonte: Autoria prépria.

3.7 Conclusao

Neste trabalho, explicamos o que é uma curva parametrizada
diferenciavel no plano, e definimos um tipo particular de curva,
chamado de curva de Bézier, onde é possivel controlar a forma do
traco da curva por meio de pontos de controle. Apresentamos algumas
propriedades das curvas de Bézier cubicas, que também sao validas
para o caso geral. O objetivo dessa restricao foi para tornar mais facil a
compreensao das demonstracdes dessas caracteristicas. Com auxilio do
aplicativo GeoGebra, mostramos uma aplicacao das curvas de Bézier
na Computacao Grafica, onde a partir de um desenho feito a mao livre,
implementamos curvas de Bézier cubicas conectadas, de maneira que
o tracado das curvas fosse o mais semelhante possivel ao tracado do
desenho (vide Figuras 3.1 e 3.6). Ainda usando o recurso do GeoGebra,
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explicamos como funcionam algoritmos, que geram curvas de Bézier
cUbicas, aplicados no processo de design de fontes (Figura 3.7).
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CAPITULO 4

RESOLUCAO DE PROBLEMAS COM
METODO SIMPLEX POR TABELAS

José Laudelino de Menezes Neto

4.1 Introducao

No artigo (de Menezes Neto, 2023) é explicado como funciona
o Método Simplex por tabelas, ferramenta utilizada para resolucao de
problemas de Programacao Linear (PL). Os problemas de PL sao questbes
onde o propésito é determinar o valor de maximo ou minimo de uma
fungao objetivo z, sendo definida por uma combinagéo linear de n
variaveis reais, x1, Xz,...,Xn, Onde essas variaveis estao restritas a certas
condig¢des lineares. Escrevemos um problema de PL da seguinte forma.

Maximizar
(ou minizar) a
funcao objetivo z: c1x1+ c2x2+ -+ + CnXn

Restrito a: ax1+ aixz+ -+ anxn < by
X1+ aznx: + + Xy < b
Am1X1+ Am2X2+ *** + QmnXn < b

As variaveis x1, x2,..., X» € R, e 0s valores c;,a;; e b; sao reais.
Além disso, nos restringimos ao caso de b; = 0.

Nos trabalhos de (Boldrini, 1980) e (Eduardo Wagner, 2022) é
explicado o que ocorre geometricamente na resolugao de um problema
de PL. No entanto, neste texto, temos como meta explicar melhor
algumas lacunas existentes em (de Menezes Neto, 2023), detalhando a
resolucao do problema onde ocorre um loop (se¢ao 3.3 de (de Menezes
Neto, 2023)), e resolvendo um exemplo proposto. Portanto, para uma
melhor compreensao deste texto, recomendamos a leitura prévia do
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artigo (de Menezes Neto, 2023). No entanto, para deixar este texto
auto explicativo, informamos como é o procedimento de resolucdo do
método simplex por tabelas descrito em (Chvatal, 1999) e (de Menezes
Neto, 2023).

4.2 Método Simplex por tabelas

Descrevemos brevemente o procedimento executado para
resolver um problema de PL por meio do Método Simplex por tabelas
(Chvatal, 1999; de Menezes Neto, 2023).

Dado um problema de PL como visto na se¢ao 4.1, adicionamos
m variadveis, chamadas de varidveis de folga, x+1,...,Xn+m € Obtemos o
problema dado abaixo.

Maximizar (ou minizar) a funcao objetivo z:
c1X1+ c2x2+ - + CnXn

Restrito a: anXi+ Xz + o+ AunXn + Xn1 = b1
A X1+ AX24 - + AonXN + Xp42 = bz

Am1X1 + Am2X2 + -+ AmnXn + Xntm = bm

Transformamos o problema acima no formato de tabela exibido
na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 - Problema de PL em formato de tabela.

X1 X2 o Xn Xnt1 | Xn42 B Xn+m S
L1 aqq Aqp QA1n 1 O 0 b1
L, Az az2 (2523 0 1 0 b,
Lm Am1 A2 o Amn 0 0 o 1 bm
z C1 Cs ‘e Cn 0 0 0 0

Fonte: Autoria prépria.

Com o problema dado na Tabela 4.1, em cada iteracao execu-
tamos o seguinte procedimento:
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1. Na linha z, escolhemos a coluna x; de maior valor. Em caso de
duas ou mais colunas com valores iguais, escolhemos a de menor
indice i.

2. Nas linhas L;, efetuamos a divisao dos valores da coluna s pelo
respectivo valor da coluna x; selecionada. De mogo genérico,
efetuamos a divisao b;/a;;, desde que a;; > 0, e escolhemos a
linha L; do resultado dessa divisao que seja o de menor valor.
Se sé tiver a; < 0 na coluna x;, entao o problema é ilimitado
e 0 Método Simplex por tabela é finalizado (Chvatal, 1999; de
Menezes Neto, 2023). Em caso de duas ou mais linhas com mesmo
valor de bj/a;;, escolnemos a de menor indice j.

3. Com a coluna x; e linha L; selecionadas, zeramos os valores acima
e abaixo de L; na coluna x..

Repetimos o procedimento acima até que todos os valores da
linha z, nas colunas x;, sejam menores ou iguais a zero. O valor étimo
da fungado z é o valor absoluto da coluna s.

Uma visdo mais detalhada deste método é vista em (de Menezes
Neto, 2023).

4.3 Problema que entra em loop

O problema que entra em loop na sexta iteracao, apresentado na
secdo 3.3 de (de Menezes Neto, 2023), foi originalmente retirado do livro
de (Chvatal, 1999), e tem o enunciado mostrado a seguir. O problema
de entrar em loop, significa que durante a resolucao, em determinada
iteracdo, o problema vai repetir uma iteragao anterior.

Maximizar z: 2x; + 3x, — x3 — 12x,

Restritoa: —2x; —9x, +x3+9x, < 0
1
—x. + —_—— X, — 2 < 0
3 X1 X 3 X3 Xg

X1,X2,%X3,%X4 = 0

Usando os procedimentos de resolu¢ao do Método Simplex
por tabelas descrito na secao anterior, o problema acima, ja com as
varidveis de folga, xs e xs, fica no formato da Tabela 4.2.
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Tabela 4.2 - Problema de PL apresentado acima em formato de tabela, com as
varidveis de folga adicionadas.

X1 X3 X3 X4 X5 Xe S
L | —2|-9| 1|9 1|00
L |13 1 |-13/ 2| 0 | 1|0
z | 2|3 | 1|12 0of o0 o0

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 1. Na Tabela 4.2, na linha z, a escolha é a coluna x, por
ter o maior valor que é 3. O valor na linha L;é —9 e o valor na linha L, é
1. Nesse caso, s6 efetuamos a divisdao correspondente apenas a linha L,

0
1 =0 (linha L,).

Nao é necessario fazer a divisao na linha L4, pois o valor —9 é
menor ou igual a zero. Em outras palavras, ao escolhermos a coluna
X,, s6 devemos fazer a divisao dos valores da coluna s pelos valores
da coluna x,, apenas quando o valor for maior que zero. Portanto, a
escolha feita € a linha L; e zeramos os valores acima e abaixo na coluna
X,. Fazemos as seguintes operacoes:

e linha L; passaaser L; + 9Ly e

e linha z passa a ser z—3L..

Encerra-se a Iteracdo 1 e a Tabela 4.2 se torna a Tabela 4.3.

Tabela 4.3 - Problema apresentado na Tabela 4.2 ap6s primeira iteracdo.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 S
L | 1o | —=2|-9|1/|09]|o0
L |13 1 |-1y3] 2] 0| 1|0
z | 1o o]-6|o0of|-=3]|0o

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 2. Na Tabela 4.3, a unica escolha possivel nalinhazé a
coluna x;. Como os valores da linha L, e L,, na coluna x;, sao positivos,
respectivamente 1 e 1/3, entao

0 0
I: 0 (lmha L1) e m =0 (llnha Lz)
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Ocorre um empate na escolha, pois em ambos os casos, os
valores foram nulos. Em caso de empate, escolhemos a linha de menor
indice, no caso L, e efetuamos as operacgoes:

1
e linha L, passa a ser L_1—§L2; e

e linha z passa a ser z—L.

Chegamos ao fim da segunda iteracdao com a Tabela 4.4.

Tabela 4.4 - Problema apresentado na Tabela 4.2 ap6s segunda iteracao.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 S
L | 1] o] -=2]-9]11] 9] o0
L | o | 1 |13] 1 |-13] 2] o0
z oo 2] 3| -1|[-12]0

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 3. Na Tabela 4.4, devemos escolher a coluna x4 por ter
o maior valor na linha z. Na coluna x, o Unico valor positivo ocorre na
linha L,, na linha L, temos um valor negativo. Portanto, a escolha é a
linha L,. Para zerar os valores na coluna x4, nas linhas L, e z, fazemos
as operacoes:

e linha L, passaaserL,+ 9L, e

e linha z passa a ser z —3L,.

Encerramos a terceira iteracao com a Tabela 4.5.

Tabela 4.5 - Problema apresentado na Tabela 4.2 ap6s terceira iteracéo.

X1 X7 X3 Xa X5 X6 S
Ll 1] 9] 1] 0] -=2]-9]o0
L | o | 1 |13] 1 |-13] 2] o
z o |3 10| of-6]|o0

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 4. Na Tabela 4.5, somos obrigados a selecionar a coluna
x3 na linha z e, na etapa seguinte, ocorre empate nas linhas L, e L,,
portanto a escolha é a linha de menor indice, L,. Zeramos os valores
acima e abaixo da linha L,, na coluna x3, fazendo as operagoes:

. 1
e linha L, passaaserL,— 3 L;e

e linha z passaa serz — L,.

Capa | Sumério | 59




DesBRAVANDO TEMAS EM MATEMATICA PURA E APLICADA

Feito isso, obtemos a Tabela 4.6, encerrando a Iteracao 4.

Tabela 4.6 - Problema apresentado na Tabela 4.2 ap6s quarta iteragao.

X1 X, X3 X4 Xs Xe s
L | 1 9 1 o | 2| -9 | o
L |-13| =2 | o 1 | 13| 1 0
z | 1 |-z] o | 0o | 2] 3] o0

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 5. Na Tabela 4.6, a escolha é a coluna xs na linha z, e,
em seguida, a linha , e fazemos:

e L,passaaserL,+9L,e

e linha z passa a ser z —3L,.

Obtemos a Tabela 4.7.

Tabela 4.7 - Problema apresentado na Tabela 4.2 apés quinta iteragao.

X1 X, X3 X4 Xs Xe s
L, | 2| =9 | 1 9 1 0 0
L |-13| =2 | o 1 | 13| 1 0
z | o | -6 o3| 1] 0] o0

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 6. Na Tabela 4.7, a escolha na linha z é a coluna xs e,
no passo seguinte, por conta do empate, escolhemos a linha de menor
indice L,. Ao fazermos as operacgoes:

. 1
e linha L, passaaserL,— 3 L;e

e linhazpassaaserz—L,

A tabela resultante é a Tabela 4.2, ou seja, o problema entrou
em um loop, porque retornou para o inicio. Se fizermos todo o
procedimento, ficamos percorrendo da Iteracao 1 até Iteragdo 5, e
retornando para lteragao 1.

4.4 Resolucao de exemplo proposto de PL

Nesta secdo, o objetivo é resolver, utilizando o Método Simplex
por tabelas, o problema de PL a seguir.
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Maximizar z: 5x; + 5x, + 3x3

Restrito a: X1 + 3%, + x3
—x1 + 3x3

2x1 — Xy + 2%3

2x1 + 3x, — x3

X1, X2, X3

IV IA N IN IA
SN A DN W

Este problema de PL é encontrado no livro (Chvatal, 1999). Por
ter quatro linhas de restricao, adicionamos quatro variaveis de folga,
X4, X5, X6 € X7.

Maximizar z: 5x; + 5x, + 3x;

Restrito a: X1+ 3x; +x3 + x4
—X1 + 3x3 + x5

2x1 — Xy + 2%x3 + X¢

2x1 + 3x,; — x3 + x4

X1, X2, X3,X4, X5, X6, X7

I
oN B NW

IVl

Apds a adicao das varidveis de folga, transformamos o problema
em seu formato de tabela, apresentado na Tabela 4.8. Em seguida,
iniciamos as iteracdes para resolucao.

Tabela 4.8 - Problema apresentado acima no formato de tabela.

X1 X X3 X4 Xs X6 X7 s
Ly 1 3 1 1 0 0 0 3
L, -1 0 3 0 1 0 0 2
L; 2 -1 0 0 1 0 4
Ly 2 3 -1 0 0 0 1 2
z 5 5 3 0 0 0 0 0

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 1. Existem duas op¢des de escolha na linha z, por terem
os maiores valores, coluna x;, com valor 5, ou x», também com valor
5, entretanto neste caso de empate, escolhemos o menor indice, x:.
Préximo passo, efetuamos a divisao dos valores de cada linha da coluna
x1 pelo seu respectivo na coluna s.

e LinhaL;: % =3.

e Linha L,: ignora, pois o valor na coluna x; é negativo, —1, entdo
nao precisa fazer a divisao.
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=2.

N

N

e Linha L, 5= 1.

O menor resultado destas divisdes ocorre na linha L,, portanto
é a linha selecionada, e efetuamos as operacoes:

1
e [, passaaserL;— 7 Ly
1
e [,passaaserL,+ 3 Ly
e [;passaaserl;—L,e

5
e zpassaaserz— 5 L..

Encerra-se a lteracao 1 com o resultado dado pela Tabela 4.9.

Tabela 4.9 - Problema apresentado na Tabela 4.8 apés Iteracdo 1.

X1 X3 X3 X4 X5 Xe X7 S
L, 0 3/2 3/2 1 0 0 0 2
L, 0 3/2 5/2 0 1 0 0 3
Ls 0 —4 3 0 0 1 0 2
L, 2 3 -1 0 0 0 1 2
z 0 =5/2 | 11/2 0 0 0 -5/2| =5

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 2. Na linha z, a Unica op¢ao de escolha é a coluna x3,
por ser a Unica com valor positivo. Efetuamos a divisdo dos valores de
cada linha da coluna x; pelo seu respectivo valor na coluna s.

e Linha L;: %:

3

aproximado;

o Linha L;; % = g =1.2

e Linha L % ~0,66;

4’ e [{} ”n
- ~ 1,33, onde o simbolo “~” denota valor

e Linha L,:ignora, pois o valor na coluna x3 é negativo, —1, entdo

nao precisa fazer a divisao.

O menor resultado dessas divisdes ocorre na linha L, portanto
é a linha selecionada, e efetuamos as operacgoes:
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1
e [, passaaserL;— 3 Ls;

5
e [,passaaserL,— A Ls;

1
o [,passaaserlL,+ 3 Ls;e

11
® zpassaaserz-—— Ls.

Termina a Iteracao 2 com o resultado da Tabela 4.10.

Tabela 4.10 - Problema apresentado na Tabela 4.8 apés Iteragdo 2.

X1 Xy X3 X4 Xs X6 X7 S

L, 0 7/2 0 1 0 | -1/2| o0 3
L, 0 |29/6| 0 0 1 | -5/6| 4/3 | 4/3
Ls 0 —4 3 0 0 1 -1 2
L, 2 | 53| o0 0 0 | 1/3 | 2/3 | 8/3
z 0 | 296 | 0 0 0 |-11/6| —2/3 | —26/3

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 3. Na linha z, s6 temos a escolha da coluna x;, por ser
a Unica com valor positivo. Efetuamos a divisao dos valores de cada
linha da coluna x; pelo seu respectivo valor na coluna s.

e Linha L, 7/% -

e Linha L,:

2

7= 0,28;
43 _8 o 0.27;
29/6 29

e Linha L;:ignora, pois o valor na coluna x; é negativo, —4, entdo

e Linha L,

nao precisa fazer a divisao; e

8/3 _
5/3

8
5

- =1,6.

O menor resultado dessas divisdes ocorre na linha L,, portanto
é a linha selecionada, e efetuamos as operacoes:

21
e [, passaaserL;— > L;

2
e [;passaaserL;+

4
79 L2

10
o [,passaaserlL,+ 29 L, e

e zpassaaserz—1L,.

Termina a Iteracao 3 com o resultado da Tabela 4.11.
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Tabela 4.11 - Problema apresentado na Tabela 4.8 ap6s Iteracao 3.

X1 X X3 X4 X5 X6 X7 S
L|o] o | 0| 1 |-21/29| 3/29 |-28/29| 1/29
L, | 0 [29/6]| 0| 0 1 -5/6 | 4/3 4/3
Ly | 0] o | 3| 0 | 24/29 | 9/29 | 3/29 | 90/29
L| 2] 0o | 0| 0 |-10/29]| 18/29 | 6/29 | 64/29
z|o| 0 ]0] o0 -1 -1 -2 -10

Fonte: Autoria prépria.

Iteracao 4. Na linha z s6 existem valores negativos, significando
que chegamos no resultado 6timo. Com excecao da coluna s, zeramos
as demais colunas, considerando que o valor na linha z é negativo,
obtendo a Tabela 4.12.

Tabela 4.12 - Problema apresentado na Tabela 4.8 na Iteracao 4.

X1 X X3 X4 X5 X6 X7 S
LL|o| o |o0o]1 0 0 0 1/29
L, | 0 [29/6| 0 | 0 0 0 0 4/3
Ly o] o 3]0 0 0 0 90/29
L] 2| 0 |0] o0 0 0 0 64/29
z| 0| 0 ]0] O 0 0 0 -10

Fonte: Autoria prépria.

A Tabela 4.12 se traduz nas seguintes equagoes.

Linha L: x, = —

75"
LinhaL2:26—9x2=§=>x2=E
Linha L; 3x;= % = X3 = %.
Linha Ly: 2x, = 2 = x, = 22,

Linha z: z = |—10| = 10.

Portanto, o problema apresentado no inicio desta secao 4.4 tem

valor maximo z = 10 quando x; =

32
29’

8

xzzﬁex?,:

30
29°
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4.5 Conclusao

Ao término deste texto, esperamos que o leitor compreenda
0s passos na resolucao de um problema de PL, por meio do Método
Simplex por tabelas.
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